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Esipuhe

Rakenteiset padttelyketj ut on menetelmé, jonka tarkoituksena on auttaa matemaat-
tisen argumentoinnin rakentamisessa, esittdmisessa ja ymmartamisessa. Menetelma
soveltuu yhtd hyvin niin matemaattiseen todistamiseen ja algebralliseen ja aritmeet-
tiseen laskentaan kuin geometriseen konstruktioon ja yleiseen ongelmanratkaisuun-
kin. Menetelmé&d voi kiyttdéd aina, kun ongelman ratkaiseminen vaatii useampia pe-
rakkiisid padttelyaskeleita. Sitd on kdytetty matematiikan eri tasoilla yldkoulun ja
lukion matematiikasta aina korkeakouluopetukseen ja matematiikkaa hyodyntavaan
tutkimukseen. Menetelmé perustuu kiinteddn tapaan esittdd matemaattinen argu-
mentointi sekd yksinkertaisen logiikan kiyttoon. Kiinted muoto helpottaa todistus-
ten ja laskujen ymmaértdmista ja ndiden oikeellisuuden tarkistamista.

Téamén oppaan tavoitteena on néyttdd, miten rakenteisia paittelyketjuja voidaan
kayttaa lukiotason matematiikan opetuksessa. Menetelma kuvataan esimerkeilld, jot-
ka vaihe vaiheelta laajentavat menetelméd uusilla piirteilld ja késitteilld. Tama opas
on laajennettu versio aiemmasta oppaasta, joka julkaistiin nimelld Matematiikkaa
logiikan avulla: Johdatus rakenteisiin pddttelyketjuihin (Ralph-Johan Back, TUCS
Lecture Notes 10, 2008).
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Luku

Johdanto

Tasséd tekstissd luodaan yleiskatsaus rakenteisiin péadttelyketjuihin. Rakenteinen paét-
telyketju kirjoitetaan kiinteddn esitysmuotoon, joka auttaa ndkem#dn matemaatti-
sen argumentoinnin kokonaisrakenteen, sen miten eri osat liittyvét toisiinsa. Paat-
telyketjun esitysmuoto vaatii, ettéd jokainen askel ketjussa on perusteltava kertomal-
la, miksi tdmé& askel on matemaattisesti oikea. Padttelyaskeleissa kiytetdan loogisia
symboleja ja logiikan sd&ntojé eksplisiittisesti samaan tapaan kuin algebrallisissa las-
kuissa kdytetddn algebran notaatiota ja séént0ja eksplisiittisesti. Tamé& nopeuttaa
argumentointia ja tekee siitd luotettavamman. Rakenteiset péadttelyketjut antavat
yhtenéisen esitysmuodon erilaisille matemaattisille paattelyille kuten todistuksille,
aritmeettisille ja algebrallisille laskuille, geometrisille todistuksille, sanallisten teh-
tdvien ratkaisuille ynnd muille. Menetelm& soveltuu kaikille matematiikan tasoille
ylékoulusta lukioon, yliopistoon ja tutkimuksen tarpeisiin.

Téamén oppaan paadmaarana on luoda yleiskuva rakenteisista paattelyketjuista kayt-
tden apuna lukiomatematiikasta otettuja esimerkkeja. Tekstin lukeminen ei vaadi
muita perustietoja kuin perinteistd lukiomatematiikkaa.






Luku

Rakenteiset tehtavat

Rakenteinen tehtéava yhdistda matemaattisen tehtdvin ja tehtévan ratkaisun yhdek-
si yhtenéiseksi esitykseksi, jolla on kiinted esitysmuoto. Rakenteinen tehtéva voi olla
matemaattinen teoreema ja sen todistus, algebrallinen laskutehtéva ja sen ratkaisu,
sanallinen tehtévé ja sen ratkaisu ja niin edelleen.. Tésséd luvussa néytetddn esi-
merkkien avulla, miten erilaiset matemaattiset ongelmat ja niiden ratkaisut voidaan
esittdd rakenteisina tehtévina.

2.1 Rakenteinen lasku

Esitellaan ensiksi rakenteisen tehtdvin yksinkertainen erikoistapaus rakenteisen las-
kun. Tavanomainen tapa esittda algebrallinen lasku on muodostaa ketju yhtéasuu-
ruuksia

to=1t1 = ... = tn.

Ketju vastaa vaitteita
to=ti jati =tz ja ...th—1 =1ty
Tésté ketjusta voidaan tehda johtopaatos
to = tn,

koska yhtdsuuruus on transitiivinen. Seuraava esimerkki nédyttdd miten téllainen
lasku kirjoitetaan rakenteisena tehtdvind.

Esimerkki 1. Osoitetaan, ettd summan ja erotuksen tulon kaava
(a+b)(a—b) =a® - b?
on tosi.

Todistetaan tdma viite rakenteisella laskulla. Rakenteisessa laskussa jokainen lause-
ke kirjoitetaan omalle rivilleen. Jokaisen yhtélon perustelu kirjoitetaan myos omalle
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2. RAKENTEISET TEHTAVAT

rivilleen. Perustelu kirjoitetaan yhtasuuruusmerkin jélkeen yhtdsuuruuden muodos-
tavien lausekkeiden viliin.

Kaavan todistus rakenteisena laskuna on seuraava:

. (a—10)(a+Db)

= {polynomien kertolaskusdéntdjen mukaan}
a® + ab — ba — b?

= {lausekkeet ab ja —ba kumoavat toisensa}
a? —v?

O

Todistus on kolmen algebrallisen lausekkeen ketju, joka voidaan yhdistda yhtasuu-

ruuksilla:
(a—b)(a+b) = a®*+ab—ab—b* = a* —b*

Téama todistaa vaitteen, silla yhtdsuuruus on transitiivinen relaatio. Yhtasuuruudet
perustellaan polynomien ominaisuuksilla.

Perinteisesti tama lasku kirjoitettaisiin seuraavasti:

(a—0b)(a+b) =a%+ab—ba—0b*> (polynomien kertolaskusifintdjen mukaan)
=a% - (lausekkeet ab ja —ba kumoavat toisensa)

Téssd muodossa sekéd kaavan ettd perustelun pitdd mahtua samalle riville. Taméa
johtaa kiytdnnossa sithen, ettd perustelusta tulee lyhyt, usein vaikeaselkoinen ja se
on helppo jéattéa pois itse todistuksesta. T&lloin kadotetaan helposti matemaattisen
todistuksen perusidea, joka on lukijan vakuuttaminen siitd, ettd kiytetyt askeleet
ovat oikein ja ettd askeleet toisiinsa yhdistettyna johtavat haluttuun paaméaraén.
Mikali perustelut jatetddn pois, lukijan on itse keksittava ne. Tama tekee todistuksen
lukemisesesta ja ymmaértamisestd turhan hankalaa. Samalla vadrinymmérrysten ja
virheiden mahdollisuus kasvaa, miké taas hankaloittaa my6hempien argumentointien
ymméartamista.

Pedagogiselta kannalta on erityisen tarkedta, ettd kaikki perustelut kirjoitetaan sel-
kedsti nakyville. Talloin opettaja pystyy helpommin tarkistamaan sen, etté opiske-
lija on todellakin ymmartéanyt tehtdvain liittyvan teorian ja soveltanut sité oikealla
tavalla. Opiskelija pystyy my0s itse paremmin tarkistamaan, ettd hénen esittdménsa
lasku on oikein, kdymaélla lapi jokainen askel erikseen ja tarkistamalla, ettéd perustelu
on pitdva ja ettd askel on toteutettu oikein.

Rakenteisessa laskussa varataan kokonainen rivi (tarpeen vaatiessa useampi rivi)
perustelujen kayttoon, minka johdosta kiytossd on tarpeeksi tilaa kunnolliselle pe-
rustelulle. Muoto pakottaa antamaan perustelun jokaiselle tehdylle askeleelle, silla
pois jatetty perustelu erottuu selvésti tyhjind sulkeina.

Yleisesti lasku kirjoitetaan rakenteisena laskuna seuraavasti:
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2.1. Rakenteinen lasku

° to

~1  {perustelu viitteelle tg ~1 1}
1

~o  {perustelu viitteelle t; ~g to}

to

tn—l
~n  {perustelu viitteelle t,_1 ~, t,}

ln

Esimerkissé kaikki relaatiot ~; ovat yhtasuuruuksia. Jokainen laskussa oleva viite
perustellaan argumentilla, joka kirjoitetaan hakasulkujen siséén relaatiosymbolin
jalkeen. Jokainen lauseke ja jokainen perustelu kirjoitetaan omalle rivilleen. Talla
tavoin saadaan tilaa pidemmille lausekkeille ja perusteluille. Tarvittaessa voidaan
lausekkeelle tai perustelulle kiyttda useampia perdkkéiisia riveja.

Lasku kirjoitetaan kahteen sarakkeeseen: ensimmaéiseen kirjoitetaan relaatiosymbolit
[1P%i

(esimerkkitapauksessa 7=") seké erikoismerkit (tédssi péadttelyn aloittava “e” ja sen
paattava “[0”), toiseen kirjoitetaan lausekkeet ja perustelut.

Lausekkeiden vilissd voi olla mikd tahansa bin#dérinen relaatio ~. Tavallisimmat
ovat = tai < (ekvivalenssi), = (implikaatio) ja < (kédnteinen implikaatio) loogi-
sille vaitteille, sekd aritmeettisille ja algebrallisille véitteille jarjestysrelaatiot kuten
=,<,>, <, >. Kéytettavien relaatioiden ma&raé ei ole rajoitettu pelkistdan néihin,
vaan muitakin relaatioita voidaan kdyttdi. Useimmiten valitaan transitiivisia relaa-
tioita (kaikki edelld mainitut relaatiot ovat transitiivisia), mutta voidaan kiyttaa
my6s muita binférisid relaatioita lausekkeiden vélissd. On my6s mahdollista kiytt&a
erilaisia bind&risid relaatioita samassa johdossa. Esimerkiksi yhtédsuuruus voidaan
yhdistdsd minkid tahansa relaation kanssa: jos a ~ b pitdd paikkansa (tédssié ~ on
mielivaltainen bindérirelaatio) ja b = ¢, viite a ~ ¢ pitdd myos paikkansa.

Esimerkeissa kaytetdan ekvivalenssirelaatiota = loogisten lausekkeiden vélisséd. Re-
laatio p = p’, missi p ja p’ ovat loogisia viitteita, sanoo etta p ja p’ ovat yhté tosia.
Toinen yleinen merkintdtapa ekvivalenssille on <, mutta notaatio = nayttida pa-
remmin, ettd kyseesséd on lauseiden totuusarvojen yhtédsuuruus. Ekvivalenssirelaatio
on transitiivinen.
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Esimerkki epatransitiivisesta relaatiosta on erisuuruus: a # b ja b # c¢ ei valttamatta
tarkoita sité, ettd a # c. Yksinkertainen vastaesimerkki on 0 # 1 ja 1 # 0, jot-
ka molemmat ovat totta, mutta 0 # 0 ei ole totta. Taten useamman perdkkiisen
erisuuruuden kiytto laskussa ei yleensd anna toivottua tulosta.

2.2 Rakenteinen tehtiava

Usein halutaan olla tarkkoja myos siitd, mika tehtéavé tulee ratkaista ja mitka oletuk-
set ovat voimassa. Télloin kiytetaén yleista rakenteista tehtdvdd. Seuraava esimerkki
havainnollistaa téata esitysmuotoa.

Esimerkki 2. Osoitetaan, etté jos a,b ja ¢ ovat ei-negatiivisia lukuja, pétee

1I+a)(1+b)(1+c)>14+a+b+c

Muotoilemme tehtévan, oletukset ja tehtdvan ratkaisun rakenteisena tehtavina.

. Osoita, ettd (1+a)(1+b)(1+¢)>14+a+b+c, kun

- a,b,c >0

I (1+a)(1+b)(1+c)

= {kerrotaan keskendin lausekkeet (1+0) ja (14+¢)}
(I+a)(1+b+c+bc)

= {kerrotaan keskenddn lausekkeet (1 +a) ja (1+b+c+be)}

1+b+c+bc+a+ ab+ ac+ abe

v

{vihennetdin lausekkeesta ei-negatiivinen lauseke ab + ac + bc + abe }
l+a+b+c
O

Tehtéva joka halutaan ratkaista,
"Osoita, ettd (1+a)(1+0)(14+c¢)>1+a+b+ "

kirjoitetaan heti tehtdvamerkin e jélkeen, toiseen sarakkeeseen. Seuraavilla riveilld
luetellaan oletukset. Esimerkissd on vain yksi oletus,

Pa,b,c > 0.



2.2. Rakenteinen tehtava

Itse todistus on rakenteinen lasku joka alkaa merkin I jélkeen, ja pa#ttyy merkkiin
[, niinkuin aikaisemmin.

Rakenteinen lasku on erikoistapaus rakenteisesta tehtévisté, jossa tehtédva ja ole-
tuksia ei mainita. Se on lyhyempi esitysmuoto, joka sopii tilanteeseen, jossa asiayh-
teydestd on selvdd, mitd halutaan todistaa ja mitkd oletukset ovat voimassa. Ra-
kenteista tehtévaa kiytetddn silloin, kun halutaan tdsmaéllisesti ilmoittaa, mikd on
ratkaistava tehtdva ja mitkd ovat oletukset. Kéytannossa molempia tehtdvimuotoja
kaytetdan rinnakkain.

Rakenteisen tehtévén perusmuoto on seuraava:

° Tehtava

- oletus;

- oletus,,

I+ {perustelu sille ettd lasku ratkaisee teh-
tévin annetuilla oletuksilla}

to

~1  {perustelu viitteelle ty ~q t1}
1

~g  {perustelu viitteelle t; ~q ta3}

ta

th—1
~n  {perustelu viitteelle t,, 1 ~y, t,}

ln

Tehtéva, joka ratkaistaan, kirjoitetaan siis merkin ”e” jalkeen. Témén jélkeen luetel-
laan oletukset jokainen omalla rivilld&n. Oletus merkitdan merkilld ”—". Jos on tarve
viitata yksittéisiin oletuksiin, voidaan oletus my6s merkita kirjaimella kaarisulkujen
siséllé (kuten (a), (b) , ... ). Oletusten jalkeen tuleva todistus alkaa merkilla "I (lue-
taan "todistetaan”). Todistus lopetetaan merkilla "[0” (luetaan "miké piti todistaa”).
Todistusmerkin jélkeen voidaan samalle riville lisdta perustelu sille, miksi kyseinen
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2. RAKENTEISET TEHTAVAT

lasku todistaa véitteen annetuilla oletuksilla. Kaytetdan kahta saraketta, joista en-
simmaiseen kirjoitetaan erikoissymbolit kuten ”e” ”IF” ”—” ja relaatiosymbolit ja
toiseen kirjoitetaan tehtdvé, oletukset, lausekkeet ja perustelut.

Jatkossa tédtd perusmuotoa lajennetaan vield uusilla toiminnallisuuksilla, kuten ali-
tehtavilla, faktoilla ja méaaritelmilla. Tama perusmuoto toimii kuitenkin hyvin yk-
sinkertaisemmissa tehtavanratkaisuissa.

2.3 Alitehtavat

Y14 kuvattu tehtévin esitysmuoto on riittéva silloin, kun jokaisen askeleen perustelu
on suhteellisen yksinkertainen ja se voidaan tiivistdd muutamalle riville. Kun perus-
telu on monimutkaisempi, on kiytettévi alitehtdvid perusteluissa. Alla nédytetdan
esimerkki siitd, miten tehtavisséd kiytetdan alitehtévi.

Esimerkki 3. Osoitetaan, ettd m? —n? > 3, kun m ja n ovat positiivisia kokonais-
lukuja ja m > n. Tassa padttelyketjussa kiytetdén kahta aritmetiikan perussédantoa:

vhteenlasku on monotoninen : a+b<a+¥, kunb <¥
kertolasku on monotoninen : ab<ab’, kuna>0jab <V

Viite todistetaan seuraavasti.

. Osoita, ettd m? —n? > 3, kun

— m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja, ja
- m>n

I m2 —n?

= {nelididen erotus}

(m—n)(m+n)

> {kertolasku on monotoninen, oletusten mukaan m —n >0 ja m +n > 3}
(m—n)-3

> {kertolasku on monotoninen, oletusten mukaan m —n >1 ja 3 > 0}
1-3

= {lasketaan}
3

O



2.3. Alitehtavat

Todistuksen toinen askel on verrattain hankala. Siiné viitataan séd&nt66n tulon mon-
otonisuudesta, mutta kyseistd sdantod voidaan tassa tapauksessa kiyttad vain, mi-
kili ehdot m —n > 0 ja m+n > 3 tayttyvat. Todetaan, ettd havaintojen perusteella
m ja n tayttavit seuraavat ehdot:

e jos m > n oletuksen mukaisesti, pitee m —n > 0 (joten myods m —n > 0),
e jos n > 0 oletuksen mukaisesti, patee n > 1 ja
e jos m > n > 1 oletuksen mukaisesti, patee m > 2 eli m +n > 3.

Namé perustelut voidaan kirjoittaa itsendisiné (loogisina) laskuina seuraavalla
tavalla:

) m>n ° m>njan>0
= {aritmetiikka} =  {aritmetiikka}
m—n >0 m>n+1jan>1
= {aritmetiikka} = {aritmetiikka}
m—-—n>0 m>2jan>1
O = {aritmetiikka}
m+n>3
O

Sen sijaan, ettd nama lisdperustelut kirjoitettaisiin erilldan todistuksesta, ne voidaan
sisallyttda suoraan todistukseen alitehtdvind, jotka kirjoitetaan perustelun jilkeen
sisennettyiné. Padttelyketjussa tehdyt oletukset ovat talldin voimassa myo0s sitd seu-
raavissa alipaéttelyissd. Mychemmin ndytetdén, etté alipaételyt voivat myos sisaltas
omia oletuksia.
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Esimerkki 4. Kirjoitetaan edellinen todistus uudelleen alitehtévien avulla.

° Osoita, ettd m? —n2 > 3

— kun m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja, seka
- m>n
I m2 — n?

= {nelididen erotus}

(m—n)(m+n)

> {kertolasku on monotoninen, oletusten mukaan m —n > 0 ja m +n > 3}
. m>n
=  {aritmetiikka}
m—mn>0
= {aritmetiikka}
m—-—n>0
O
° m>njan>0
=  {aritmetiikka}
m>n+1jan>1
= {aritmetiikka}
m>2jan>1
= {aritmetiikka}
m+n>3
O
(m—n)-3
> {kertolasku on monotoninen, oletusten mukaan m —n >1 ja 3 > 0}
1-3
= {lasketaan}
3
O
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2.4. Keskittyminen osalausekkeeseen

Alla on vasemmalla yksinkertainen perustelu todistusaskeleelle t ~ t’, ja oikealla on
perustelu jolla on alipdattelyité:

t t

~  {perustelu} ~  {perustelu}

t I
tehtaviy

tehtavi,,

t/

Tésséd perustelun tukena on n eri alitehtévia: tehtdvdy,. .., tehtdvd,, n > 0. NAméa
sisennetddn siten, ettd ne alkavat seuraavan sarakkeen kohdalta. Téten alitehtéavéit
erottuvat selvasti varsinaisesta tehtavista. Perustelu selittda, miksi ¢ R ¢’ on tosi,
kun jokainen alitehtéva on tosi. Koska alitehtdvit voivat ajoittain olla pitkdhko-
ja, merkitddn todistettavana olevan relaation toisen lausekkeen (téssd tapauksessa
t') kohdalla merkki ”...” . Taméi helpottaa hahmottamaan sitd, mihin alitehtévit
loppuvat ja misté varsinainen tehtava jatkuu.

2.4 Keskittyminen osalausekkeeseen

Monessa tapauksessa on tarpeellista muokata pitkid ja monimutkaisia lausekkeita.
Télloin voidaan kiyttaa alilaskuja siihen, ettéd keskitytéan lausekkeen osaan, ja muo-
kataan sité kirjoittamatta koko lauseketta uudelleen jokaisessa laskun askeleessa.

11



2. RAKENTEISET TEHTAVAT

Esimerkki 5. Sievenni lauseke \/7 + 211+ \/7 —2V/11.

. Sievenné lauseke \/7 +2v/11 + \/7 - 2V11
VT 2VI+ VT - 2v/11

= {neliéiddén lauseke, sievennetddn sitd ja otetaan sievennetystid lausekkeesta
nelidjuuri}
o (VT+2VI1+/7-2V11)2
= {binomin nelit}
T+ 2V11+2- V7 +2V11 -7 —2V/11 + 7 - 211
= {keskitytddn osalausekkeeseen 2 - VT +2V/11 -7 =2 11}
o 2.7+ 2/11-V7-2V11
= {kirjoitetaan saman juuren alle}
2\/(7+2VI0) - (7 - 2VIT)
= {summan ja erotuksen tulo}
2v/49 -4 -11

=  {sievennetdin}

2v/5

0
74+ 2V11 + 25 4+ 7 —2y/11
=  {sievennetddn}
14 + 25
0
14+ 25

0

Esimerkissé kiytetadn alilaskua, joka vuorostaan sisaltdd toisen alilaskun. Alku-
perdisend ongelmana on sieventiéd neliGjuurilausekkeita. Alilaskussa sievennetéén
lausekkeen neliotéa. Nelidjuuri sievennetystéa lausekkeesta on silloin alkuperaisen on-
gelman ratkaisu. Tamén laskun alilaskussa sievennetdan sitten monimutkaisen juu-
rilausekkeen osa. Kun alilaskussa keskitytdan vain lausekkeen osaan, on helpompi
néhda, mité yleensé ollaan muokkaamassa. Lisdksi tehdddn vihemmaén virheitd, kun
véltytddn monimutkaisten lausekkeiden kopioinnista rivilté toiselle.

Taménkaltaisten todistusten kirjoittamista ja lukemista helpottaa, jos kiytetaén tie-
tokonetta ja editori tukee sisentdmisté seké on alipaéttelyjen nayttamiseen ja piilot-
tamiseen kykenevi (ns. outlineri tai outlining editori). Talloin voidaan itse paattaa
siitd, milla tarkkuudella todistusta tarkastellaan. Piilottamalla alipdéttelyt saadaan
parempi yleiskuva todistuksesta, ja niiden ndyttdminen puolestaan antaa yksityis-
kohtaisemman kuvan todistuksesta. Jos tyoskennelldén késin kynén ja paperin kans-
sa, téllaista mahdollisuutta ei tietenkdén ole, mutta siind tapauksessa alilaskut voi
kirjoittaa erikseen. Kun alilasku on piilotettu, merkki “...” ndyttaa, etta perustelulla
on piilotettuja laskuja.
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2.5. Sanalliset tehtavat

2.5 Sanalliset tehtavat

Sanallisissa tehtévéssi luodaan ensin kuva tilanteesta, jonka jéilkeen annetaan tehté-
vaksi jonkin tilanteeseen liittyvin vdittdman todistaminen tai kehotetaan laskemaan
jotain. Rakenteisissa paattelyketjuissa tilanne kuvaillaan oletuksilla, jotka ovat voi-
massa todistuksessa. Seuraavassa esimerkissé oletukset on merkitty kirjaimilla siksi,
ettd niihin on helpompi viitata paéttelyketjussa. Ensimméinen tehtévd on mekanii-
kan alalta.

Esimerkki 10. Vuoden 1960 jilkeen nopeimman junayhteyden matka-aika Hel-
singin ja Lappeenrannan valilld on lyhentynyt 37 prosenttia. Laske, kuinka monta
prosenttia keskinopeus on t&ll6in noussut. Oletetaan, ettd radan pituus ei ole muut-
tunut.

Kirjoitetaan ensiksi tehtédvan uudestaan lisdamalld todistuksessa kiytettavia merkin-
toja. Tehtavad uudelleenkirjoitettuna on seuraavanlainen: Vuoden 1960 jélkeen no-
peimman junayhteyden matka-aika ¢’ Helsingin ja Lappeenrannan vélilld on lyhen-
tynyt 37 prosenttia verrattuna alkuperéiseen matka-aikaan t. Laske, kuinka monta
prosenttia p keskinopeus v’ on noussut alkuperiiseen keskinopeuteen v verrattuna.
Oletetaan, ettd radan pituus s ei ole muuttunut.

° Laske nopeuden muutosprosentti p, kun

— =063t

I+ {transitiivisyys, likiarvon méérittdminen}
p

= {nopeuden muutosprosentin maéritelmé}

v —

v

= {fysiikka: keskinopeuden mééritelmi v =
matka-aika}

2, jossa s on kuljettu matka ja ¢ on

L w»
1 ®

=  {sievennetdin}

-1

1wt w

= {sievennetdin murtoluvut}

s-t
s-t

13



2. RAKENTEISET TEHTAVAT

=  {sievennetéin, oletus}

1
— 1
0,63

Q

{lasketaan lausekkeen likiarvo}

0.59

= {muutetaan prosenteiksi: 2% = 155}
59%

U

Vastaus: keskinopeus on noussut 59%

2.6 Kysymykset ja vastaukset

Matemaattisessa tehtédvissi on usein 16ydettéiva jokin arvo x, joka toteuttaa annetut
ehdot, tai on loydettéva kaikki arvot x, jotka toteuttavat annetut ehdot. Yht&lon
ratkaiseminen on esimerkki téllaisesta yleisestd tehtdvanannosta. Useimmiten ei sa-
nota eksplisiittisesti, minkd muuttujan suhteen yhtalo tulisi ratkaista, koska tdméa
on ilmeistd (muuttuja x), mutta jos yhtélossd on useita eri muuttujia ja vakioita,
voi tehtdva tédssd muodossa olla moniselitteinen.

Rakenteisissa paattelyissa tehtéviksianto voidaan tdsmentad halutulla tavalla, kun
e- symbolin jédlkeen ilmoitetaan minkd muuttujan arvoa haetaan ja mita ehtoja sen
tulee toteuttaa. Vastaus annetaan [J- symbolin jélkeen. Seuraavassa sanallisessa teh-
tavissd ndytetdan miten tAma toimii.

Esimerkki 14 Laudan leveys on 95 mm ja pituus 1,6 m. Siitd sahataan saman-
pituisia paloja, jotka asetetaan rinnakkain siten, ettd muodostuu nelion muotoinen
levy. Miten pitké voi nelion sivu enintédén olla?

Olkoon n palojen lukumé&ara, n € Z., ja olkoon x palojen pituus. Silloin on voimassa
nz < 1600, missa pituusyksikko on millimetri. Lisaksi tieddmme, ettd x = 95n, koska
palat muodostavat nelién. Tilanne kuvataan Kuviossa 2.1 (huomaa, ettd yksi pala
voi jaada yli) .

Nyr z:n arvo halutaan maksimoida.

. Hae n € Z joka maksimoi arvon z = 95n ja toteuttaa ehdon nz < 1600

I+ n maksimoi arvon x = 95n, ja nz < 1600 jan € Z

{yksinkertaistetaan ehtoa}

. Sievennetdan nx < 1600, kun
- T = 95n
IS nx < 1600

14



2.6. Kysymykset ja vastaukset

d

95 mm

1 2 n

Kuva 2.1: Neli6 ja yli jadnyt laudanpala.

{kéytetddn oletusta x = 95n}

n - 95n < 1600

{sievennetdén}

n? < 1600/95

{ratkaistaan olettamalla, ettd n € Z,; 16 < 1500 < 25}
n<4

O

n maksimoi arvon x = 95m, jan < 4 jan € Zy
{z on aidosti kasvava n:n funktio}
n=4

n=4

Toisin sanoen suurin mahdollinen leveys on 4 - 95 = 380 (mm).
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Luku 3

Ongelman ratkaiseminen askel
askeleelta

Edellisessa luvussa on ndytetty, miten rakenteiset tehtavét soveltuvat yksinkertaisten
matemaattisten tehtédvien ratkaisemiseen. Mutta kun ratkaisu venyy pidemmaksi ja
monimutkaisemmaksi, tarvitaan menetelmié, joilla ratkaisu voidaan jakaa pienem-
piin osiin. Liséksi tarvitaan selkeé strategia sille, miten tehtdvia ldhdetddn ratkai-
semaan.

Matematiikassa on periaatteessa kolme peruststrategiaa, jolla monimutkaisempi on-
gelma ratkaistaan askel askeleelta: algebrallinen lasku, eteenpéintodistus ja taak-
sepaintodistus. Olemme edellisessé luvussa néyttaneet, miten ongelmia ratkaistaan
laskujen avulla. Eteenpéin todistamisessa edetién askel askeleelta siten, ettd luetel-
laan jono fktkoja jotka seuraavat oletuksista ja edellisist faktoista, ja jotka auttavat
ongelman ymmaértamisessa ja ratkaisemisesssa. Jatkamme kunnes faktoja on kerat-
ty niin paljon, ettd pystymme ratkaisemaan ongelman suoraan, laskulla tai viela
vhdellé faktalla. Taaksepéin todistaminen taas ldhtee alkuperdisestd ongelmasta ja
yrittda redusoida tdméan joukkoon yksinkertaisempia ongelmia siten, etté ndiden rat-
kaisu antaa ratkaisun myos alkuperéiselle ongelmalle. Yksinkertaisemmat ongelmat
ratkaistaan suoraan, esimerkiksi laskulla, tai sitten ne redusoidaan vield yksinker-
taisempiin ongelmiin, jne.

Rakenteiset padttelyketjut mahdollistavat kaikkien ndiden ratkaisustrategioiden kayt-
tdmisen samaan aikaan, ratkaisun eri osissa. Téssé luvussa ndytetdan, miten ratken-
teisessa tehtévisséd voidaan kiyttdéd eteenpéintodistusta ja taaksepéintodistusta.

3.1 Eteenpiin todistaminen

Tehtédvas ratkaistaessa on usein sellainen tilanne, ettd ei voida suoraan lahted laske-
maan haluttua tulosta. Ensiksi on valmisteltava laskua kirjaamalla joitakin faktoja,
jotka seuraavat suoraan oletuksista ja joita tarvitaan laskussa tai muiden faktojen
todistuksissa. Fakta kirjoitetaan seuraavalla tavalla:
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3. ONGELMAN RATKAISEMINEN ASKEL ASKELEELTA

+  {perustelu}

vaittama

Faktat merkitddn ”+"-merkilld toisin kuin oletukset, jotka merkitddn ”—"-merkill&.
Faktalla pitdd aina my0s olla perustelu, joka kertoo milld tavoin fakta seuraa ole-
tuksista ja aiemmista faktoista. Perustelu kirjoitetaan ennen havainto. Perustelu voi
olla yksinkertainen tai perustelun voi kuulua alitehtévid. Faktat voidaan numeroida,
jolloin numerot kirjoitetaan hakasulkuihin (esim “[1]”, “[2]” jue.).

Osoitetaan ensin esimerkin avulla, kuinka geometriassa voidaan kiyttad havaintoja
paattelyketjuissa.

Esimerkki 11 Hypotenuusan vastainen korkeus suorakulmaisessa kolmiossa jakaa
hypotenuusan suhteessa 3 : 7. Maarita kateettien pituuksien suhde.

Aloitetaan piirtdmalla kuvio, joka kuvaa ongelmaa:

3x

7x

Seuraavassa kuviossa on nimetty kateetit (a ja b), hypotenuusa (c) seké korkeus (h).

3x

Né&itd merkintoja kiytetddn todistuksessa. Itse todistus kirjoitetaan seuraavan mal-
lin mukaan. Aluksi kirjataan joitakin yksinkertaisia faktoja, jotka seuraavat suoraan
kuviosta. Naiden perusteella voidaanimme todistaa joitakin lisdfaktoja. Lopuksi las-
ketaan kateettien pituuksien suhde néaitd faktoja hyviksi kiyttden.

° Maaritetddn suhde %

[1] {kuviosta}
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3.1. Eteenpéin todistaminen

2]

3l

4]

[5]

(6]

7]

c=10x

{kuvio ja Pythagoraan lause}

h? + 922 = a?

{kuvio ja Pythagoraan lause}

h? + 4922 = b?

{kuvio ja Pythagoraan lause}

a® + b? = 10022

{Eliminoidaan h}

d

b2

[2] A [3]
{havainnot [2] ja [3]}
h? + 922 = a®?Ah? + 4922 = b?

{vahennetdén ensimméiinen yhtilo toisesta ja sievennetdén}

b2 — a? = 4022

— a? = 4022

{Nyt miiritetiisin b%}

[4] A [5]
{havainnot [4] ja [5]}
a? + b? = 10022Ab? — a? = 4022

= {lasketaan yhtalot yhteen}
20% = 14022

=  {jaetaan puolittain 2:lla}
b? = 7022

(]

b? = 7022

{Nyt miiritetdsin a?}

[4] A [6]
{havainnot [4] ja [6]}
a? + b? = 10022Ab? = 7022

{sijoitetaan toinen yhtilé ensimmaéiseen}

a? + 702 = 10022
{ratkaistaan a®}
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3. ONGELMAN RATKAISEMINEN ASKEL ASKELEELTA

a? = 3022
O
a? = 3022
(R

= {neliGjuuren méaritelmé, a ja b ovat positiivisia lukuja}
a2
V 2
= {havainnot [6] ja [7]}

30x2
70x2

=  {supistetaan ja sievennetdin}

V3

VT
O

Seuraava esimerkki analyyttisestd geometriasta antaa toisen esimerkin siitd, miten
faktoja kdytetdan paattelyketjuissa. Téasséd esimerkissi oletukset tunnistaa kirjaimis-
ta ja faktat numeroista.

Esimerkki 12. Miiritd se paraabelin y = 22 — 2r — 3 piste, jossa tangentin
suuntakulma on 45°.

Ongelma muotoillaan uudelleen seuraavasti: Maritd se paraabelin y = 22 — 22 — 3
piste (xo,yo), jossa tangentin suuntakulma « on 45°.

. Maéérita piste (xo,yo) silloin, kun
(a) y=f(x) =222z —3 kaikilla z € R, ja
(b) paraabelin tangentilla on pisteessi (g, yo) suuntakulma o = 45°

[1]  {etsitéén derivaatta pisteessi x¢}

° paraabelin tangentilla on pisteessi (g, yo) suuntakulma 45°

{kulmakerroin k saadaan suuntskulmasta « kaavalla k = tan o}
tangentin kulmakerroin pisteessi (zg,yp) on tan 45°
{tan45° =1}

tangentin kulmakerroin pisteessi (zg,yo) on 1

{kulmakerroin saadaan funktion derivaatasta}

f'(z0) =1

20



3.1. Eteenpéin todistaminen

[ (o) =1
[2] {mé&dratddn muuttujan xg arvo, havainto [1]}
[ ] f/ (xo) =1
= {oletus (a), lasketaan derivaatta}
2!17(] —2=1
=  {ratkaistaan z}
o = %
O
Tog = %
I (0, 90)

—  {havainto [2]}
(3 %0)

= {mésratiin muuttujan yo arvo oletuksen (a) avulla}
(3.3)"-2-(3) -3)

—  {lasketaan}
G -%)

O

50

Etsitty piste on siis (g, yo) = (

Seuraavassa on yleinen muoto rakenteiselle tehtéville jossa kdytetdéin faktoja.
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3. ONGELMAN RATKAISEMINEN ASKEL ASKELEELTA

) Tehtava

- oletusq

- oletus.,
+ {perustelu faktalle}

faktaq

+ {perustelu faktalle}
fakta,,

I {perustelu sille ettd padttelyketju ratkaisee teh-
tavan annetuilla oletuksilla ja faktoilla}

to

~1  {perustelu viitteelle tg ~1 t1}
t1

~g2  {perustelu viitteelle ¢t; ~g ta}

to

tn—l
~n  {perustelu viitteelle t,_1 ~p tn}

ln

3.2 Taaksepiain todistaminen

Taaksepéin todistaminen ei vaadi uusia mekanismeja, vaan se voidaan toteuttaa
alitehtdvien avulla. Seuraavassa esitelldén kaksi esimerkkis, joissa annettu tehté-
v ratkaistaan redusoimalla alkuperdinen tehtdvéd suoraan alitehtdviksi. Talloin ei
tehtévéin tasolla tarvita mitdan laskua, ja tdméa voidaan jattaé pois.

Ensimmaéinen esimerkki on tapaustodistus (proof by cases). Kyseisessi todistustyy-
pissé tunnistetaan ensiksi kaikki mahdolliset tapaukset, jonka jalkeen haluttu véit-
tdméa osoitetaan todeksi niissd jokaisessa. On térkedd, etté késitellyt tapaukset kat-
tavat kaikki mahdollisuudet.

Esimerkki 16. Todistetaan, ettd epayhtdlo |« 4 1| > 1 on tosi véliin [—2,0] ulko-
puolella.
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3.2. Taaksepéin todistaminen

O

Osoita, ettd |z + 1| > 1, kun

r>0Ve< -2

{tapaussianto, oletuksen (a) mukaan riittdéd tarkastella tapaukset > 0 ja
x < —2erikseen}

Osoita, ettd |z + 1| > 1, kun

x>0

|z + 1

{itseisarvon médritelmé, oletus = > 0}
z+1

{oletus}

0+1

{lasketaan}

1

Osoita, ettd | + 1| > 1, kun

T < -2

|z + 1]

{itseisarvon méaéritelmé, oletus x < —2}
—(z+1)

{sievennetdin}

—r—1

{oletus = < —2 eli —z > 2}

2-1
{lasketaan}
1

Induktiotodistus on toinen esimerkki, jossa redusointi on hyvé tapa késitelld ongel-
maa. Induktiotodistuksessa késitelladn kahta tapausta: perusaskelta ja induktioas-
kelta. Jos molemmat askeleet voidaan todistaa, induktio-oletus on tosi.
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3. ONGELMAN RATKAISEMINEN ASKEL ASKELEELTA

Esimerkki 14. Todistetaan vaite

<VneN;0+1+...+n:"("2+1)>

induktion avulla. Todistus tapahtuu seuraavasti

. Osoita,etté(VnGN:O+1+.--+HZW)

I {induktiotodistus}

) Perusaskel: osoita, ettd 0 +1+ ... +n = %7 kun

— n=>0

F o 0+1+4...4+n="00

{sijoitetaan oletus n = 0}
_0(041)

0==-"7F—

{nollalla kertominen}
T

° Induktioaskel: osoita, ettd 0 +1+...+n' =

n/(n;“),kun
— n'=n+1ja
— 04 14...4n="lntD
I 0+1+...4n
= {oletus}
O+1+4+...4+n+(n+1)

= {induktio-oletus}

%-F(n—kl)

= {muutetaan samannimisiksi}
n(n+1)+2(n+1)
2

= {osittelulaki, vaihdantalaki}

(n+1)(n+2)
2

= {oletus n’ =n+ 1}

n'(n/-i-l)
2
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LUKU 4

Rakenteiset paattelyketjut

Yleinen rakenteinen pddittelyketju on perdkkiinen jono paittelyaskeleita, joissa jo-
kainen askel on joko

e oletus,

e merkinta,

o fakta,

e madritelma tai

e tehtava.

Yleinen pééttelyketju on traditionaalinen tapa jolla matemaatikko tyostdd ongel-
maa. Ensiksi yritetddm muotoilla ongelma matemaattiseen muotoon. Tétd tehtées-
sd huomataan, ettd tarvitaan tdsméllisempia oletuksia ja ehkéd myos lisdoletuksia.
Samoin ehké tarvitaan joitakin uusia késitteitd, jotka on madriteltdva késittelyn yk-
sinkertaistamiseksi. Tamén jalkeen keskitytddn ongelman ratkaisuun. Kun alkupe-
rdinen ongelma on ratkaistu, huomataan, ettd téstad seuraa muita kiinnostavia tulok-
sia, joita my0Gs voidaan tarkastella samassa yhteydessd. Namé vaativat lisdoletuksia
ja uusia madritelmia ja johtavat uusiin tehtavéinasetteluihin, jne.

Matemaattinen tarkastelu kehittyy hieman romaanin tavoin, jossa on selked juoni
ja kohokohtia. Ero romaaniin on, ettd jokainen askel on todistettava oikeaksi, silld
yksikin virhe voi pilata koko rakennelman.

Yleinen rakenteinen pééttelyketju antaa e enemmén vapautta kuin aiemmin tarkas-
tellut rakenteiset tehtévét, jotka keskittyviat yhden madréatyn tehtédvan ratkaisemi-
seen:

e Voidaan maééritelld uusia késitteitd, ennen kuin muotoillaan tehtdvia tai ha-
vaintoja, joissa kdytetddn naitd késitteita.

e Voidaan ratkaista useita tehtdvid samojen oletusten, havaintojen ja méaéaritel-
mien ollessa voimassa.
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4. RAKENTEISET PAATTELYKETJUT

e Kaikkia oletuksia ei tarvitse esitelld heti, vaan niitd voi ottaa mukaan sité
mukaan kun niitd tarvitaan.

Yleiset rakenteiset paattelyketjut yleistavat kaikki aiemmin kuvatut rakenteet. Ra-
kenteinen tehtéva on erikoistapaus yleisestd padttelyketjusta, jossa on vain yksi teh-
tdva. Yksittdinen oletus, merkinté, fakta ja médritelmé ovat kaikki myos erikoista-
pauksia yleisesta padttelyketjusta.

4.1 Maaritelma

Uutena asiana téssd on méaéritelmé. Sen yleinen muoto on

+ Maarittele ¢; € Aq,...,cp, €A
{perustelu}

maarittelyehto

Tamé madarittelee uudet vakiot ¢y € Ay, ..., ¢n € A,,, joita sitten voi kiyttai
vapaasti jatkossa. Perustelun tulee nayttdd, ettd voimassa olevista oletuksista ja
aikaisemmista havainnoista ja méaaritelmistd seuraa, ettd néille vakioille voidaan
antaa seuraavalla rivilla annettavan méarittelyarvon toteuttavat arvot. Méaaritelty
vakio voi olla yksinkertainen kuten realiluku tai kokonaisluku, mutta se voi olla my6s
esimerkiksi funktio.

Maéritelmia voi kiyttda myos rakenteisissa tehtévissd samalla tavalla kuin faktoja.
Ne voivat olla hyodyllisid, kun esimerkiksi tarvitaan lyhyempi notaatio jollekin mo-
nimutkaiselle kisitteelle. Yleensd méaritelmélld on kuitenkin yleisempi tavoite. Sité
ei kiytetd vain yhden tehtdvin ratkaisussa vaan eri paikoissa, kun analysoidaan jo-
tain teoriaa tai mallia. Télloin on luonnollista ettd méaritelmé on osa yleistd teorian
kehittelyé, eli se on paittelyaskel yleisessa péaattelyketjussa.

Esimerkki 15. Jono ag, a1, as, ... miaritelladn seuraavasti:
n
Ay =
" oan+1
1
kun n =0,1,2,3,... . Osoita ettd (A) 0 < a,, < 3 kun n > 1, ettd (B) ant1 > an

kun n > 0 ja (C) laske lim, o0 Gy

Ratkaisemme tdmén tehtdvin yleiselld padttelyketjulla. Tehtévien tunnuksina kéy-
tdmme alla suuria kirjaimia, A, B, ja C.

-+ Maarittele ¢ : N — R
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4.1. Maaritelma

{Funktio a kuvaa jonoa, kun merkitddn a; = a(i), ¢ = 0,1,2,.... TAmi jono
on hyvin méiritelty, koska 2n +1 >0 kunn=0,1,2,... }

ap = kunn=0,1,2,3,...

2n+1

1
Osoita ettd 0 < a, < 3 , kun
neN,n>1

1
O<a, <=
an =3

{mé&é&ritelmi a,, }
n 1

<7

0< —
<2n+1 2

{molemmat puolet kerrotaan lausekkeella 2n + 1, kirjoita kaksoisepayhtilo
konjunktiona}

2n+1
2

{yksinkertaista}

O<nAn<

O<nA2n<2n+1

{oletuksen mukaan n > 1, joten ensimméinen véite on tosi; toinen viite on
aina tosi}

T

Osoita ettd an+1 > ay , kun
neN
Ap4+1 > Gn

{maéritelmé a,}

n+1 - n
2n+1)+1~ 2n+1
{yksinkertaista}
n+1 n

>
2n+3  2n+1

{kerro lausekkeella (2n + 3)(2n + 1), miki oletuksen mukaan on positiivinen}

2n+1)(n+1)> (2n+3)n
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4. RAKENTEISET PAATTELYKETJUT

{yksinkertaista}
2n? +3n+1 > 2n% + 3n

{viihenni 2n? + 3n molemmilta puolilta}

1>0

{aritmetiikkaa}

T

Maarita lim, oo ap,
I+ lim,, 50 ap,

= {mé&éritelmén mukaan}

n
2n+1

lim,,

= {jaa sekd nimittdji etta tekiji lausekkeella n }

n
hmn—>oo %
Wt
= {yksinkertaista}
1

2+

limy, 00

S|

1
= {E—>Okunn—>oo}

1

2

1
O lim, o0 ap= 3 |

4.2 Mallinnus

Yleiset rakenteiset péaattelyketjut ovat hyvin kiyttokelpoisia, kun halutaan mallit-
taa jokin tilanne ja sitten esittdd kysymyksid tdstd mallista. Seuraavassa ratkaistaan
alemmin esitetty tehtdvian Helsingin ja Lappeenrannan vélisestd junayhteydesta uu-
destaan mutta kayttden yleistd paittelyketjua. Tama tarkoittaa sitd, ettéd raken-
namme ensiksi mallin joka kuvaa tehtévéi, ja lihdemme sitten ratkaisemaan malliin
liittyvia kysymyksia.

Mallinnuksessa on usein hyvéa ilmoittaa miten eri suureita merkitdan. Téallainen mer-
kinta kirjoitetaan muotoon
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4.2. Mallinnus

+ cp €Aq,...,c;, €A

T&ama sanoo, etté paattelyketjussa otetaan kiyttoon uudet vakiot nimeltédan cq, ..., ¢y,
ja ettéd vakion ¢ arvo kuuluu joukkoon A;, vakion c¢o kuuluu joukkoon As ja niin
edelleen..

Merkintad voidaan ymmértdd maaritelmén erikoistapaukseksi, jossa maéériteltavas-
td vakiosta ei kerrota muuta kuin vakion nimi ja mihin arvojoukkoon se kuuluu.
Oletuksissa voidaan myShemmin antaa lisdrajoitteita kyseiselle vakiolle.

Esimerkki 16. Vuoden 1960 jilkeen nopeimman junayhteyden matka-aika Hel-
singin ja Lappeenrannan vililla on lyhentynyt 37 prosenttia. Laske, kuinka monta
prosenttia keskinopeus on t&lloin noussut. Oletetaan, ettd radan pituus ei ole muut-
tunut.

Aloitetaan nimeamalléa vakiot, joita kiytetdan tehtéavin kuvauksessa.

+ s € R etdisyys Helsingin ja Lappeenrannan valilla
+ t € R- alkuperdinen matkustusaika

+ ¢’ € R- nykyinen matkustusaika

9

Paattelyketjuissa voi kirjoittaa kommentteja merkin jilkeen. Tésséd kommentit
auttavat muistamaan, mité alkuperiisen ongelman suureita vakiot kuvaavat. Samoin
yleisessé paattelyketjussa ei tarvitse kirjoittaa koko paattelyketjua yhtena potkona,
vaan askeleiden véliin voidaan lisédtd tekstid, joka auttaa ymmértdmé&an, miten ede-
tddn ratkaisussa.

Seuraavaksi kirjataan oletukset:

(a) t'=063-t
(b) s>0t>04>0
Huomaa lisatyt oletukset, joiden mukaan s,¢,¢ ovat kaikki suurempia kuin nolla.

Tama seuraa tehtdvan maéarittelysta.Koska tiedetdén, ettd s > 0, matkustusaika ei
voi olla nolla.

Nopeudet mééaritelladn tavanomaisella tavalla:

[1] Maédérittele v € R— alkuperéinen keskinopeus

{v on hyvin méiéiritelty, koska ¢ > 0}

v=-
t
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4. RAKENTEISET PAATTELYKETJUT

[2] Madrittelel v € R— nykyinen keskinopeus
{v’ on hyvin maééritelty, koska ¢’ > 0}
s
!

'U:y

Maarittelemme nopeuksen muutosprosentin seuraavasti:
[3] Madérittele p € R — nopeuden muutosprosentti

{p on hyvin mé#éritelty koska s,t > 0, jolloin myds v > 0}

v —w

p:
v

Voimme nyt ratkaista tehtavan:
b p

= {miéritelmi [3]}

v —w

= {mégritelmit [1] ja [2]}

S S

vt
S

t

=  {slevennetdin}

-1

| @] w

= {sievennetdin murtoluvut}

s-t
s-t

=  {sievennetdin, oletus}

1
— 1
0,63

Q

{lasketaan lausekkeen likiarvo}
0.59
= {muutetaan prosenteiksi: 2% = 155}

59%
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4.2. Mallinnus

O

Vastaus: keskinopeus on noussut 59%.
Yleinen rakenteinen padttelyketju on parempi tapa esittdd matemaattinen argu-

mentointi kuin rakenteinen tehtéva silloin, kun argumentista tulee pitka ja on tarve
selittdd mihin eri padttelyaskeleilla pyritdin.
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Luku 5

Paattelyketjut ja logiikka

Keskeinen piirre rakenteisissa paéttelyketjuissa on loogisten lausekkeiden ja saéanto-
jen kdytto matemaattisissa todistuksissa ja johdoissa. Logiikka on tietysti olennai-
nen osa kaikissa todistuksissa, mutta useimmiten sitd kiytetdan epamuodollisesti.
Loogista merkintdtapaa kiytetddn satunnaisesti ja silloinkin epajarjestelmaéllisella
tavalla. Rakenteisissa padttelyketjuissa logiikkaa kaytetadn todistuksissa systemaat-
tisesti, loogista merkintdtapaa noudattaen ja loogisiin paattelysdantoihin nojautuen.
Loogisilla lausekkeilla voidaan silloin laskea samalla tavalla kuin tavallisilla aritmeet-
tisilla lausekkeilla.

5.1 Loogiset vaittamaét

Taulukkoon 5.1 on kerdtty yhteenveto rakenteisissa pédttelyketjuissa kiytetyisté
loogisista merkinnoistd Merkinndt ovat suhteellisen standardeja, vaikkakin joitain
muunnelmia merkinnéisté 10ytyy. Esimerkiksi implikaatiosta voidaan kiyttad myos
merkintdd ”—” ja ekvivalenssille on kdytossd myos merkinndt "<’ ja "<”. Kon-
junktiolle kiytetain joskus merkintad ”&” ja disjunktiolle ”|”. Universaalikvanttoria
merkitddn joskus "Ax” ja eksistenssikvanttoria 7 Ex”.

Taulukko 5.1: Loogiset symbolit ja operaatiot

T tosi, totuudenmukainen vaittama (true)
F epdtosi, valheellinen viittama (false)
—p : negaatio, Viittdma —p saa painvastaisen totuusarvon kuin p
pAq : konjunktio, on tosi jos sekd p ja q ovat tosia
pVgq : disjuktio, on tosi jos p tai ¢ (tai molemmat) ovat tosia
p=q : wmplikaatio, jos p on tosi, niin my6s ¢ on tosi
p=q : ekvivalenssi, p on yhtd tosi kuin ¢
(Vz:p(x)) : wuniversaalikvanttori, p(z) on tosi jokaiselle muuttujan z arvolle
(Fz:p(x)) : eksistenssikvanttori, p(x) on tosi jollakin muuttujan z arvolla
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5. PAATTELYKETJUT JA LOGIIKKA

Aiemmissa esimerkeissd on jo kiytetty loogista notaatiota melko vapaasti. Lukion
matematiikassa tarvitaan itse asiassa huomattavan paljon logiikkaa sekd matemaat-
tisten véittdmien esittdmiseen ettd ndiden manipulointiin. Naytetdan ensiksi, miten
logiikkaa tarvitaan lukion matematiikassa jo silloin, kun ratkaistaan toisen asteen
yhtalo.

Esimerkki 6. Tehtévini on ratkaista toisen asteen yht#lo 7z? — 6x = 0. Seuraava
rakenteinen paattelyketju ratkaisee yhtélon:

. Ratkaise yht#lo 722 — 6z = 0
I {ekvivalenssi on transitiivinen}

722 —6x =0

{osittelulaki: a (b + ¢) = ab + ac}
x(7Tr—6)=0

{tulon nollasdénté: ab=0=(a=0Vb=0)}

r=0V7x—-6=0

{ratkaistaan disjunktion oikeanpuoleinen yht&lo}
_ _6

O

Johdossa muutetaan looginen lauseke 722 — 62 = 0 ekvivalenssin siilyttivin askelin
loogiseksi lausekkeeksi x = 0V z = % joka suoraan nayttdd, milla kahdella arvolla
muuttuja = toteuttaa yhtdlon (muuttuja x toteuttaa yhtélon, kun sen arvo on 0 tai
%) Jokainen askel perustellaan séddnndlla. Esimerkiksi ensimmaisessé askeleessa kay-
tetddn kertolaskun osittelulakia. Sdénnon mukaan a (b + ¢) = ab + ac. Tatd siantod
kiytetadan askeleessa

722 —62=0 = x(7x—6) =0,
eli uudelleen kirjoitettu yhtéld on ekvivalentti alkuperéisen kanssa.

Huomionarvoinen asia on se, ettéd toisen asteen yhtéalon ratkaisu annetaan disjunk-
tiona. Edelld olleella johdolla siis osoitettiin se, ettd yhtdld 722 — 6z = 0 on yhti
tosi kuin yhtdlo z = 0V = %. Yhtéalo on siis looginen lauseke, joka voi olla tosi
joillakin muuttujan x arvoilla ja epétosi muilla muuttujan x arvoilla.

Rakenteisia pdattelyketjuja voi kiyttdd argumentointiin myos vaittdmissé, joissa
luonnollista kieltd kdytetdan lausekkeissa. Seuraava esimerkki kuvaa tété.
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5.1. Loogiset vaittamat

Esimerkki 7. Osoitetaan, ettéi k2 + k on parillinen luku jokaiselle kokonaisluvulle
k. Yksinkertainen todistus vaittdmaéan oikeellisuudesta on seuraava:

) Osoita, ettd k? + k on parillinen luku, kun
- k on kokonaisluku

I luku k2 + k on parillinen

{osittelulaki}

luku k& (k 4+ 1) on parillinen

{tulo on parillinen, jos jokin tulon tekijoistd on parillinen}

luku & on parillinen V luku k£ + 1 on parillinen

{toinen kahdesta perittiisestd kokonaisluvusta on aina parillinen}
T
O

Esimerkissé on kiiytetty luonnollista kieltd loogisissa viittdmissé, esimerkiksi 7k 4+ k
on parillinen luku”.

Tehtavéné oli todistaa ettd vdittdmé "k + k on parillinen luku” on tosi. Tamén
ilmaistaan seuraavasti

(k? 4 k on parillinen luku) = T,

toisin sanoen vaittdma "k2 + k on parillinen luku” on ekvivalentti totuusarvon T
kanssa. Jos vaittama halutaan todistaa paadttelyketjun avulla, kirjoitetaan
vaittdmat ekvivalenssirelaatioiden avulla.

Koska p = T on aina tosi, riittdi itse asiassa, ettd osoitetaan viittdma T = p
todeksi. Tédstd seuraa suoraan, ettd p on tosi. Meillé on siis yleinen sdénto

(p=T)=(T=p)

Seuraava esimerkki kuvaa taas, miten loogisten lausekkeiden sdannoista on hyotyé,
kun ratkaistaan lukiotason ongelmia.
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5. PAATTELYKETJUT JA LOGIIKKA

Esimerkki 9. Suorakulmaisessa kolmiossa hypotenuusan pituus on 15 c¢m, piirin
ollessa 36 cm. Maaritéa kateettien pituus.

Piittelyssd kilytetdin apuna Pythagoraan lausetta a® +b% = 2, jossa a ja b ovat ka-
teetteja ja ¢ on hypotenuusa. Kolmion piiri voidaan laskea tavalliseen tapaan sivujen
summana eli a + b+ c.

36

Laske kateettien pituus kolmiossa, kun
kolmio on suorakulmainen, jossa kateetit ovat a ja b seké hypotenuusa c
¢ =15 (cm)

kolmion piiri on 36 (cm)

T

{pythagoraan lause, oletus (a)}

a? 4+ b = c?

{oletus (b) ja (c)}

a?+b* =152 Na+b+ 15 =36
{ratkaistaan b oikeanpuoleisesta yht&losta}
a?+b*=152Ab=21-a

{sijoitetaan oikeanpuoleisesta yhtilostd ratkaistu b vasemmanpuoleiseen yhté-
166n, 152 = 225}

a2+ (21 —a)’=225Ab=21—a
{lasketaan (21 — a)®}

a?+441 —42a+a®> =225 Ab=21—a
{sievennetdin vasemmanpuoleinen yhtalo}
262 —42a+216 =0Ab=21—a
{ratkaistaan toisen asteen yhtalo}

. 2a® — 42a + 216 =0
{toisen asteen yht#lon ratkaisukaava}
o = —(=42)+vA22 13216

= 22

{sievennetdén}

_ 42+ /T764_1728
a= ]

{sievennetdén}

42+6

a = 4



5.2. Kvanttorit lukiomatematiikassa

{sievennetdén}
a=9Va=12
O

(a=9Va=12)Ab=21—a

{distributiivisuus: (pVg) Ar=(pAr)V (gAT)}
(a=9Ab=21—a)V(a=12Ab=21—a)

{sijoitetaan muuttujan a arvo muuttujan b yht&lo6n}

(a=9Ab=21-9)V(a=12Ab=21—12)

{sievennetdin}
(a=9Ab=12)V(a=12Ab=9)
O

Vastauksesta kdy ilmi, etta toisen kateetin pituus on 9 cm ja toisen pituus on 12 cm.

Todistus aloitettiin todesta viitteesta T'. Koska tieddmme ettd Pytaghoran lause on
tosi, voimme oletusta (a) kiyttden nidyttad etta

T = 24+ =72

Jatkossa osoitetaan, ettd a? + b% = ¢ on ekvivalentti viittdmin (a = 9Ab =

12) V (@ = 12 A'b = 9) kanssa. Koska T on tosi, lopputuloksena saatu véittamékin
taytyy olla tosi, ja tehtéva on siis ratkaistu.

5.2 Kvanttorit lukiomatematiikassa

Seuraava tehtdva on esimerkki hieman haastavammasta pééttelyketjusta, jossa néy-
tetddn, miten matemaattisen ongelman ratkaisussa kiytetddn loogiikan merkintéta-
paa, tassa kvanttorinotaatiota.

Esimerkki 8. Milld vakion a arvoilla funktio f : R — R on aina negatiivinen, kun
f(z) = —2% + ax + a — 3 kaikilla 2?

Téassé tapauksessa padtehtévin ratkaiseminen edellyttéd, etté ratkaistaan kaksi osa-
tehtévad (laske diskriminantti Dy ja laske sen nollakohdat).

Argumentoinnissa tukeudutaan kuvan 5.1 kiyriin, jotka ovat ylospéin ja alaspéin
aukeavia paraabeleja:

Tehtéva ratkaistaan rakenteisella paattelyketjulla seuraavasti.

° Laske milld vakion a arvoilla funktio f on aina negatiivinen, kun

- f(z) = —2%+azx +a— 3 kaikillax € R
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5. PAATTELYKETJUT JA LOGIIKKA

Kuva 5.1: Ylospéin ja alaspiin aukeava paraabeli
L3

1 2 4 B

[ T TN TN Y AN TN TN TN TN Y Y TN NN N TN T N |
o
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(V:c:—x2+ax+a—3<0)

{funktion f kuvaaja on alaspidin aukeava paraabeli kun toisen asteen termin
kerroin on negatiivinen; kuvaaja on aina negatiivinen, jos sillé ei ole nollakohtia
(vasemmanpuoleinen kuva)}

(Vx:—x2+ax+a—37é0)

toisen asteen yhtdlolla ei ole nollakohtia, jos diskriminantti Df on nollaa
f
pienempi}

Df <0
{sijoitetaan diskriminantin Dj arvo}

. Laske diskriminantin Dy arvo

F Dy

= {yhtiilén Az?+ Bz +C = 0 diskriminantti saadaan kaavasta B2 —4AC}
a?—4(-1)(a—3)

=  {sievennys}
a? +4a — 12

O

a?+4a—-12<0

{funktion, jonka mérittelee lauseke a® +4a — 12, kuvaaja on ylospiin aukeava
paraabeli kun toisen asteen termin kerroin on positiivinen, kuvaaja on siten
negatiivinen nollakohtiensa villissé (oikeanpuoleinen kuva)}

e  Laske polynomin a? + 4a — 12 nollakohdat
I a?+4a—12=0



5.2. Kvanttorit lukiomatematiikassa

{toisen asteen yhtalon ratkaisukaava}

_ —4£4/42-41.(-12)
= 21

{ratkaistaan}
a=2Va=-6

—6<a<?2

O

Néin on siis todistettu, etta

(Vw:—x2+ax+a—3<0) =-6<a<2.
Toisin sanoen funktio f on negatiivinen, jos ja vain jos —6 < a < 2.

Rakenteisissa paattelyketjuissa kiytetdén vapaasti loogisia véittadmié ja loogisia in-
ferenssisadntojé, kun véittdmien yhtéldisyyksia perustellaan. Téssé tapauksessa tar-
vittiin universaalikvanttoria ongelman muotoiluun.

Paattelyketjussa ja toisessa alipadttelyssa kiytetdan ekvivalenssia loogisten lausek-
keiden vélisené relaationa, kun taas ensimmaéisessé alipdattelyssi kiytetddn yhta-
suuruuksia aritmeettisten lausekkeiden vélissé.

Rakenteisissa paattelyketjuissa voidaan myos kayttad lisimateriaalia kuten kuvioi-
ta, taulukoita tai muita apuvélineita. Edellisessé esimerkkitehtavéassé oli kaksi kuvio-
ta, joihin viitattiin todistuksessa. Lisdmateriaali esitelldén todistuksen ulkopuolella,
mutta sithen voi viitata paattelyketjussa. Todistuksessa kiytetddn myos hyvéksi pa-
raabelien ominaisuuksia.

Esimerkissé on todistettava, ettd véittdmien vélinen relaatio on ekvivalenssi. Jos
todistettaisiin ainoastaan oikeanpuoleinen implikaatio

(Vo:—2?+ar+a—-3<0)=-6<a<?2,

vakiolle a asetetut ehdot voisivat olla liian heikkoja, minké vuoksi olisi
mahdollista, ettad saataisiin yliméaaraisia arvoja, jotka eivat tayta alkuperaisia
vaatimuksia. Jos toisaalta osoitettaisiin vain

(Vz:—x2+ax+a73<0)¢76<a<2,

olisi mahdollista, etté ei saataisi kaikkia vakion a arvoja, joilla alkuperiiset ehdot
toteutuvat. Ekvivalenssilla voidaan todistaa, ettd ehto totetuu vakiolle a saaduilla
arvoilla ja vain niill&.
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5. PAATTELYKETJUT JA LOGIIKKA

5.3 Tasmallinen todistaminen

Aikaisemmissa todistuksissa todistusaskeleiden perustelut ovat olleet varsin vapaa-
muotoisia. Jos todistuksista halutaan tehdéa loogisesti tarkkoja, on térkeda, ettd mai-
nitaan, mitd paittelysddntod todistusaskeleessa on kiytetty. On my6s mainittava,
miten sdantoa on kiytetty ja perustelut sille, miksi sdéntod saa kiyttda kyseisessé
asiayhteydessa.

Tarkastellaan osittelulakia, joka on tyypillinen algebran s&anto:

x(y+2) = zy + zz.

T&ama on tosi jokaisella aritmeettisella lausekkeella x,y ja z. Téssé z,y ja z ovat ns.
metamuuttujia (tai syntaktisia muuttujia), jotka korvataan konkreettisilla
lausekkeilla, kun sdantoa kiytetdan.

Todistusaskeleen tarkka perustelu voidaan kirjoittaa muodossa
{nimi : sadnto, missi sijoitukset, ehto oletus on voimassa}

Perustelussa

mainitaan sddnnén nimi (nimi),

kirjoitetaan tarpeen vaatiessa itse sdanto (saanto),

esitellddn, miten sdéntod on kiytetty (eli mitkd arvot on sijoitettu syntaktisille
muuttujille) (sijoitukset) seki

todetaan, ettd oletukset sddnnon kiyttamiseksi on taytetty.

Tarkemman perustelun askeleelle, jossa kiytetdan osittelulakia, voi siten kirjoittaa
muotoon:
(a—10)(a+Db)

= {yhteenlaskun osittelulaki: z (y + z) = xy+2xz, missi z := a—b, y := a, z := b,
ehto ettd a — b, a ja b ovat aritmeettisia lausekkeita on voimassa}

(a—b)a+(a—0b)b
Téassd x :=a — b, y := a ja z := b ovat sdédnndssa kiytettavid sijoituksia. Osittelu-
lakia sovelletaan siis niin, ettd muuttujaksi x valitaan a — b, muuttujaksi y valitaan
a ja muuttujaksi z valitaan b. Todetaan myés, ettd sddntoad saa kayttda siksi, etté

kaikki lausekkeet ovat aritmeettisia. Sijoituksen jélkeen saadaan osittelulain erikois-
tapauksen:

(a—b)(a+b)=(a—b)a+ (a—b)b
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Saanto voidaan kirjoittaa suoraan perusteluun, kuten edelld on tehty, tai sitten
kirjoitetaan vain s&dnnon nimi. Usein sijoitus jatetdan pois, jos todistusaskeleesta
kiy selvésti ilmi, mitd sijoitusta on kdytetty. Samalla tavalla voidaan jattda ehdot
pois, jos ne selvidvét asiayhteydestd. Todistusaskeleet voidaan télléin perustella
erittdin lyhytsanaisesti,

(a—Db)(a+b)

{yhteenlaskun osittelulaki}

(a—Db)a+ (a—b)b

Lukijan tehtévana on silloin lisdté tarvittavat yksityiskohdat eli se, mita saéanto itse

asiassa sanoo ja mitéa sijoitusta on kaytetty. Lisdksi taytyy tarkistaa, etta oletukset
sdannon kiytolle ovat voimassa.

Todistetaan seuraavaksi summan ja erotuksen tulon kaava uudelleen, mutta t&lla
kertaa kiytetddn todistuksessa ainoastaan reaalilukujen aksioomia. Todistuksessa
kaytetdan alipdattelyja, jotta todistuksella olisi sama rakenne kuin aikaisemmalla
todistuksella eli niissd on samat péaaskeleet.

Esimerkki 17.

. Osoita, etti (a — b) (a + b) = a® —b? kiiyttden ainoastaan reaalilukujen aksioo-
mia

Ik {transitiivisuus}
(a—"0)(a+0b)

= {todistetaan aksioomien avulla}
a? + (—ba) + ba + (—b?)

= {todistetaan aksioomien avulla}
a? — b2

O

Téassé todistuken alipaéttelyt on piilotettu, jotta ndhdéain todistuksen kokonaisra-
kenne. Ensimmaisen askeleen alipdéttely on seuraava:

e  Todista (a — b) (a+ b) = a® — b* aksioomien avulla
I (a—b)(a+10)
= {yhteenlasun osittelulaki: = (y + z) = xy+xz, missd z := a—b, y := a, z := b}

(a—Db)a+ (a—"Db)b
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0

{vaihdantalaki: zy = yx, missi z :=a — b, y := a}

ala —b) + (a—b)b

{vaihdantalaki: zy = yx, missd x :=a — b, y := b}

a(a — b) + b(a — b)

{véhennyslaskun maarittelmi: r —y = z + (—y), missd x := a, y := b}

a(a+ (=b)) +bla+ (=b))

{yhteenlaskun osittelulaki: z (y + z) = zy + 2z, missd z := a, y := a, z := —b}
aa + a(—=b) + b(a + (=b))

{yhteenlaskun osittelulaki: z (y + z) = 2y + 2z, missd ¢ := b, y := a, z := —b}
aa + a(—=b) + ba + b (—b)

{vaihdantalaki: xy = yz, missi = := a, y := —b}

aa + (=b)a+ ba+b(-b)

{kertominen vastakkaismerkkiselld luvulla: (—z)y = — (zy), missd z := b,
y:=ajay:=b}

aa + (—ba) + ba + (—bd)

{potenssin x? miiritelmi: 22 = rz, missi x := a ja x := b}

a? + (—ba) + ba + (—b?)

Toisen askeleen alipaéttely on seuraava:
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Todista a? + (—ba) + ba + (—b*) = a? — b? aksioomien avulla

a? + (—ba) + ba + (—b?)

{vastalukujen summa: —z + z = 0, missé x := ba}

a? 40+ (—b?)

{nollan lisdéminen: x + 0 = z, missi = := a?}

@ + (—F?)

{véihennyslaskenun miéritelmi: z — y = x + (—y), missi z := a2, y := b?}

a? —b?



5.3. Téasmallinen todistaminen

Téama tarkempi todistus on paljon pidempi siksi, ettd siind on kdytetty ainoastaan
reaalilukujen aksioomia. Kun alipaédttelyt kitketaddn, jaa jéljelle pelkéstdan alku-
perdinen todistus. Tdmé& nayttdd, miten rakenteisilla péaattelyketjuilla voidaan ar-
gumentoida eri detaljitasoilla. Riippuen siité, kenelle todistus suunnataan, voidaan
esittdd tarkka tai karkea versio valikoivalla alipddttelyjen néyttdmiselld ja piilotta-
misella.
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Luku 6

Rakenteisten paattelyketjujen
yleinen muoto

Rakenteisella padttelyketjulla on seuraava yleinen muoto

padttelyketju:

pdadttelyaskel;

pddttelyaskely

padttelyaskel,

Toisin sanoen péattelyketju on jono peridkkéiisia paattelyaskeleita. Yksittdinen péaat-
telyaskel on joko oletus, merkinté, fakta, méaéritelmé tai (rakenteinen) tehtéva:

padttelyaskel:

oletus | merkinta| fakta | mddritelmd | tehtiva

Rakenteinen tehtéva kuvaa matemaattista tehtavai seké sen ratkaisua. Yleinen muo-
to rakenteiselle tehtavélle on seuraavanlainen:
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6. RAKENTEISTEN PAATTELYKETJUJEN YLEINEN MUOTO

tehtdva: perustelu:
° {selitys}
- oletus
tehtavd
- oletus
tehtavd
Jr
perustelu
vaite
Jr
perustelu
vaite

I+ perustelu
lauseke
rel  perustelu

lauseke

rel  perustelu

lauseke

Téssa mdadritelmd sisaltad kaikki osat, maarittelyn, perustelun ja véitteen. Faktassa
jatetaan pois madarittely. Merkinndssd jatetddn myos pois viite, joten siind on vain
madrittely. Rakenteinen lasku on erikoistapaus rakenteisesta tehtévisté, jossa ei ole
kysymysta, oletuksia, merkintdjé, faktoja tai méaéritelmia eikd vastauksia. Merkki I+
ja sitd seuraava perustelu jitetdédn myos pois laskusta.

Huomaa, ettd rakenteisessa tehtavéssa tehtdvd madritelladan perustelujen avulla ja
ettd perustelu maéaritelladn tehtdvien avulla. Padttelyketjujen muoto on siis rekur-
stvinen. Tama tarkoittaa sité, ettd tehtédvan osana voi olla sisempi tehtava, jonka
sisdlla voi olla vield sisempi tehtédva ja niin edelleen. Kéytédnndssa tehtéavia ei kuiten-
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kaan kannata rakentaa lian paljon sisdkkéin, koska se voi tehdé ratkaisusta hankalan
lukea.

Edell esitelty paattelyketjujen esitysmuoto jattad konkreettiset yksityiskohdat méa-
ritteleméattd. Tamé on tarkoituksellista, silld ajatuksena on, ettd ndmé madrdytyvat
kiytettavin loogisen teorian, halutun tarkkuustason, sekd taustalla olevan mate-
maattisen teorian mukaan. Jos haluttaisiin taysin kiinniittd& rakenteisten paéttely-
ketjujen syntaksi, pitéisi viela maéaritella tdsmallisesti miten kirjoitetaan seuraavat
paattelyketjun osat:

e oletus — looginen viittaméa

e vdite — looginen vaittdma

o selitys — selitys sille, ettéd padttelyaskel on oikeutettu
o lausekkeet — kiytetyn teorian sallimat lausekkeet

e re¢l — laskuaskelten valinen relaatio

. — mité tehtdvissé on tehtéava
° — tehtavan vastauksen
. — uudet vakionimet jotka otetaan kiyttoon

Namé kategoriat jatetddn kuitenkin méiritteleméttd, jotta niissd voidaan kiyttaa
haluttua esitystapaa sen mukaan, milld koulutuksen tasolla padttelyketjuja kiyte-
tadn, mihin matematiikan osa-alueeseen menetelméé sovelletaan, ja miten tdsmalli-
sesti kiytetty logiikka ilmaistaan.

Rakenteinen pééttelyketju on vain osa matemaattisen ongelman ratkaisua. Ongel-
maa ratkaistaessa pitda nédiden rinnalle kirjoittaa myos yleinen pohdinta tehtavista.
Pohdinnan tarkoitus on kuvata sitd ympéristoa, missé tehtédva ratkaistaan. Siihen
voidaan kirjoittaa esimerkiksi pdittelyketjussa kiytettavia yleisid sdantoja (ja mu-
kaan voidaan liittaé sdéntojen perustelut) tai siind voidaan tarkastella todistukseen
liittyvid kuvioita ja taulukoita. Pohdintaan voidaan myos kirjoittaa paattelyketjuun
tai tehtdvaéan liittyvid havaintoja, jotka auttavat lukijaa ymmértdmasn sitd, mita
tehtavissd tehdédédn ja miten paéttelyketju on rakennettu.
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Luku 7

Lisatietoa rakenteisista
paattelyketjuista

Rakenteiset paattelyketjut on kuvattu laajemmin ja tarkemmin kirjassa

Teaching Mathematics in the Digital Age with Structured Derivations
(Ralph-Johan Back, Four Ferries Publishing, 2016).

Tasta kirjasta lyhyempi versio on

Structured Derivations: Teaching Mathematical Reasoning in High School
(Ralph-Johan Back, Four Ferries Publishing, 2015),

joka keskittyy menetelmén kiyttoon lukiossa (seké soveltuvin osin myos ylakoulus-
sa). Molemmat kirjat ovat saatavilla esimerkiksi Amazonin kirjakaupasta.

Rakenteisista padttelyketjuista kiinnostuneen kannattaa myo6s tutustua lukion pit-
kdn matematiikan digitaaliseen oppikirjasarjaan

eMath MAY 1 - MAA 10 ( Ralph-Johan Back, Stefan Asikainen, Matti
Hutri, Joonatan Jalonen, Antti Lempinen, Marie Linden-Slotte, Saara
Miékinen, Petri Sallasmaa, Petri Salmela, Four Ferries Publishing 2016).

Tama oppikirjasarja ndyttdd konkreettisesti, miten lukion matematiikkaa voidaan
opettaa rakenteisten padttelyketjujen avulla. Oppikirjasarja on saatavilla iPad table-
teille AppStore verkkokaupasta sekd Android tableteille Google Play verkkokaupas-
ta.

4f Studio jérjestelmé tukee rakenteisten padttelyketjujen kirjoittamista tietokoneel-
la. Jarjestelmédn sisdltyy sdhkoinen vihko, jossa voidaan kirjoitta matemaattista
tekstid, luoda ja editoida rakenteisia paattelyketjuja seké tehda funktiograafeja, geo-
meetrisia kuvia ja matemaattisia taulukoita. Four Ferries verkkosivut (www.fourferries.fi)
antavat lisdinformaatiota 4f Studiosta. Sieltd 16ytyy my0s rakenteisia padttelyket-
juja seké digitaalista matematiikan opetusta késittelevid oppaita ja opetusvideoita
samoin kuin informaatiota rakenteisiin paattelyketjuihin liittyvéstéd tutkimus- ja ke-
hitystyosté ja kiytdnnon kokemuksia menetelméan kiytosta koulutuksen eri asteilla.
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7. LISATIETOA RAKENTEISISTA PAATTELYKETJUISTA
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rakenteisiin paattelyketjuihin

Rakenteiset pdattelyketjut on menetelmd, jonka tarkoituksena on auttaa
matemaattisen argumentoinnin rakentamisessa, esittdmisessa ja ymmartami-
sessd. Menetelmad soveltuu yhtd hyvin niin matemaattiseen todistamiseen ja
algebralliseen ja aritmeettiseen laskentaan kuin geometriseen konstruktioon
ja yleiseen ongelmanratkaisuunkin. Menetelmaa voi kayttda aina, kun ongel-
man ratkaiseminen vaatii useampia perdkkaisia paattelyaskeleita. Sitda on
kaytetty matematiikan eri tasoilla yldkoulun ja lukion matematiikasta aina
korkeakouluopetukseen ja matematiikkaa hyodyntavaan tutkimukseen. Me-
netelmd perustuu kiintedan tapaan esittdd matemaattinen argumentointi seka
yksinkertaisen logiikan kayttoon. Kiinted muoto helpottaa todistusten ja la-
skujen ymmartamistd ja ndiden oikeellisuuden tarkistamista. Taman oppaan
tavoitteena on ndyttdd, miten rakenteisia paattelyketjuja voidaan kayttaa
lukiotason matematiikan opetuksessa. Menetelmd kuvataan esimerkeill,
jotka vaihe vaiheelta laajentavat menetelmda uusilla piirteilld ja kasitteilla.
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