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Forord

Strukturerade hérledningar &r en metod underlétta konstruktion, presentation och
férstaelsen av matematiska argument. Metoden ar lamplig for matematiska bevis
och algebraiska och aritmetiska berédkningar sévil som for geometriska konstruktio-
ner och allmén problemlosning. Metoden kan alltid anvéindas da en 16sning till ett
problem kriver flera steg efter varandra. Den har anvénts pa olika nivaer av mate-
matikundervisning, fran hogstadieniva till universitetsniva och tillimpad forskning.
Metoden baserar sig pa ett fast format for att presentera matematiska argument och
anvindning av enkel logik. Det fasta formatet goér det enklare att férsta bevis och
berékningar och att kontrollera att de &r korrekta.

Malet med den hér guiden &r att visa hur strukturerade hérledningar kan anvéndas
vid undervisning av matematik i gymnasiet. Metoden beskrivs med exempel, som
steg for steg utvidgar metoden med nya funktioner och koncept. Den hér guiden
ar en utvidgad version av féregaende manual som publicerades som Matematiikkaa
logiikan avulla: Johdatus rakenteisiin pddttelyketjuihin (Ralph-Johan Back, TUCS
Lecture Notes 10, 2008).
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Tackord

Strukturerade hérledningar utvecklades och metodens lamplighet fér undervisning
studerades i ndra samarbete med medlemmarna av TUCS Learning and Reasoning
laboratriet. Forskningslaboratoriet &r ett samarbete mellan IT-institutionerna inom
Abo Akademi och Abo Universitet. Jag vill tacka foljande personer for intressanta
och fruktbara diskussioner om metoden och {or deras bidrag till dess utveckling (list
ar i alfabetisk ordning): Stefan Asikainen, Johannes Erikson, Matti Hutri, Tanja
Kavander, Antti Lempinen, Linda Mannila, Mia Peltomé&ki, Viorel Preoteasa, Tee-
mu Rajala, Tapio Salakoski, Petri Sallasmaa, Fredrik Sandstrém, Patrick Sibelius,
Solveig Wallin and Joakim von Wright. Finlands Akademi och Teknologiindustrins
100 ars jubileumsfond har finansierat forskningen som den hir publikationen baserar

sig pa.
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KAPITEL 1

Inledning

Den hédr boken ar en introduktion till strukturerade hdrledningar. Strukturerade
hérledningar skrivs i ett fast format, som visar den Gvergripande strukturen i ett
matematiskt argument och hur de olika delarna hor ihop. Formatet som anvinds for
att presentera strukturerade harledningar kréver att varje steg i en harledning moti-
veras genom att man explicit férklarar varfor det &r korrekt. Stegen i en hirledning
anvinder logiska symboler och logikens regler anvinds dven explicit, pa samma sétt
som algebraiska beteckningar och regler anvinds explicit i algebra. Detta snabbar
upp argumentet och gor det mer tillforlitligt. Strukturerade hérledningar erbjuder
ett enhetligt format for olika typer av matematiska resonemang som bevis, arit-
metiska och algebraiska berdkningar, geometriska bevis, textuppgifter med mera.
Metoden lampar sig for alla nivaer i matematik, fran hégstadiet till universitetsniva
och forskning.

Syftet med den hir guiden ar att ge en Oversikt av strukturerade harledningar med
exempel tagna fran gymasiematematiken. For att 14sa texten krévs inte ndgon annan
bakgrundsinformation &dn traditionell gymnasiematematik.






KAPITEL 2

Strukturerade uppgifter

En strukturerad uppgift kombinerar en matematisk uppgift och dess 16sning i en
enda presentation, med ett fast format. En strukturerad uppgift kan vara en ma-
tematisk sats och dess bevis, en algebraisk uppgift och dess 16sning, en textuppgift
och dess 16sning och sa vidare. I det har kapitlet visar vi med nagra exempel hur
man presenterar olika matematiska problem och deras 16sningar som strukturerade
uppgifter.

2.1 Strukturerade berdkningar

Vi beskriver forst ett enkelt specialfall av en strukturerad uppgift, en strukturerad
berikning. Det vanliga séttet att presentera en algebraisk berdkning ar att bilda en
kedja av likheter,

Den héar kedjan motsvarar pastaendena
to=1t1 ochty =ty och ...t,_1 =1,
Ur den har kedjan kan vi dra slutsaten att
to = tn,
eftersom likhet &r transitiv. Foljande exempel visar hur vi skriver en sddan berédkning
som en strukturerad berdkning.
Exempel 1. Visa att konjugatregeln,
(a+b)(a—0b) =a® — b
géller.

I en strukturerad berdkning skrivs varje uttryck pa egen rad. Likhetstecknet mellan
uttrycken skrivs ockséa pa egen rad, f6ljd av motiveringen for att likheten géller.

Beviset ser da t pa foljande satt:
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. (a—0b)(a+b)

= {regeln f6r multiplikation av polynom}
a® + ab — ba — b?

= {uttrycken ab och —ba tar ut varandra}
a? —b?

O

Beviset dr en foljd av tre algebraiska uttryck, med likhet emellan:

(a—b)(a+b) = a®*+ab—ab—b* = a* —b?

Det hér bevisar péastaendet, eftersom likhet dr en transitiv relation. Vi motiverar
likheterna med egenskaperna hos polynom.

Traditionellt skulle vi skriva berdkningen pa féljande sétt:

(a—0b)(a+b) =a%+ab—ba—0b*> (enligt reglerna for multiplikation av polynom)
=a% -0 (uttrycken ab och —ba tar ut varandra)

I det hér formatet maste bade formeln och motiveringen fa plats pa samma rad. Det
hér innebér i praktiken att motiveringen maste vara kort. Den blir da ofta svar att
forsta och det ar lockande att ldmna bort den fran berdkningen. Men da gar den
grundlaggande idén med matematiska bevis forlorad, att dvertyga ldsaren om att
varje steg dr matematiskt riktig, och att stegen i kombination med varandra leder
till det 6nskade resultatet. Om motiveringarna ldmnas bort méste ldsare komma pa
dem sjdlv. Det har gor det onddigt svart att 1dsa och forsta ett bevis. Samtidigt ckar
sannolikheten fér missforstand och fel, vilket i sin tur forsvarar forstaelsen av den
efterféljande argumenteringen.

Ur pedagogisk synvinkel dr det sérskilt viktigt att alla motiveringar skrivs ut tydligt.
Det dr da enklare for lararen att kontrollera att eleven verkligen forstar teorin bakom
en uppgift och tilldimpar den péa ratt sétt. Eleverna kommer ocksé att enklare kunna
kontrollera att deras egna berédkningar &r korrekta, genom att ga igenom varje steg
var for sig, kontrollera att motiveringen géller och att steget har utforts korrekt.

En strukturerad berékning reserverar en hel rad (eller mer &n en rad om det behovs)
fér motiveringar, vilket innebér att det finns tillrackligt med utrymme for ordentliga
motiveringar. Formatet tvingar en att motivera varje steg, eftersom en uteldmnad
motivering sticker ut i form av en tom parentes.

I allménhet skriver vi berdkningar i form av strukturerade berdkningar pa féljande
satt:



2.2. Strukturerade uppgifter

o t

~1  {forklaring till att pastaende tq ~; t; géller}
tq

~o  {forklaring till att pastdendet t; ~q to giller}

to

tn—l
~y,  {forklaring till att pastaendet t,,_q1 ~, t,, géller}

ln

I exemplet ovan &r alla relationer ~; likheter. Varje pastaende i berdkningen
motiveras med ett argument som skrivs mellan hakparenteser, efter symbolen for
relationen. En berdkning skrivs i tva kolumner: den forsta innehaller symbolerna
for relationerna (i exemplet "=") och specialtecknen (hér “e” som inleder
hérledningen och “[0” som avslutar den), den andra kolumnen innehéaller uttrycken
och motiveringarna.

Mellan uttrycken kan forekomma vilken binér relation ~ som helst. De vanligaste
ar = eller & (ekvivalens), = (implikation) och < (omvénd implikation) for logiska
pastaenden och ordningsrelationer som =, <, >, <, > for aritmetiska och algebraiska
pastaenden. Vilka som helst binéra relationer kan anvéindas. Vi véljer ofta transitiva
relationer (alla ovanndmnda relationer dr transitiva). Det dr ocksd mdojligt att an-
vinda olika binéra relationer i samma hirledning. T.ex. likhet kan kombineras med
vilken relation som helst: om a ~ b och b = ¢, sa géller pastaendet a ~ c ocksa.

Ett exempel pa en icke-transitiv relation ar olikhet: a # b och b # ¢ betyder inte
nodvindigtvis att a # c. Ett enkelt exempel pa motsatsen ar 0 # 1 och 1 # 0, som
bada &r sanna, men 0 # 0 &r inte sant. Darfor leder flera olikheter efter varandra i
en berdkning oftast inte till det 6nskade resultatet.

2.2 Strukturerade uppgifter

Vi vill ofta vara noggranna med vilken uppgift vi l6ser och vilka antaganden som
géaller. D& anvénder vi en allmén strukturerad uppgift. Foljande exempel illustrerar
det hér formatet.
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Exempel 2. Visa att om a,b och c ar icke-negativa tal, sa géller det att

(I+a)(1+b)(l+c)>14+a+b+c

Vi formulerar uppgiften, antagandena och 16sningen som en strukturerad uppgift.

. Visaatt (1+a)(1+b)(1+c)>14+a+b+c da

— a,b,c >0

I (1+a)(1+0)(1+¢)

= {multiplicera uttrycken (1 + b) och (1 + ¢) med varandra}
(I+a)(14+b+c+be)

= {multiplicera uttrycken (1 + a) och (14 b+ ¢+ bc) med varandra}

1+b+c+bec+a—+ab+ ac+ abe

v

{subtrahera det icke-negativa uttrycket ab + ac + be + abe fran uttrycket}
l+a+b+c
U

Uppgiften vi vill 16sa,
Visaatt (1+a)(1+b)(1+c)>14+a+b+c

skrivs direkt efter uppgiftstecknet e i den andra kolumnen. P& féljande rader rdknar
vi upp antagandena. I det hir exemplet finns endast ett antagande,

a,b,c >0

Sjélva beviset ar en strukturerad berdkning, som borjar efter IF-tecknet och slutar
vid [J-tecknet, precis som tidigare.

En strukturerad berékning &r ett specialfall av en strukturerad uppgift ddar man
lamnat bort uppgiften och antagandena. Den ar en kortare form av presentation, som
ar lamplig da det framgéar ur sammanhanget vad vi vill bevisa och vilka antaganden
som géller. Vi anvinder strukturerade uppgifter da vi vill skriva ut exakt vilken
uppgiften &r och vilka antaganden vi far gora. I praktiken anvinds bada formaten
sida vid sida.

En strukturerad uppgift har féljande grundliggande format:



2.3. Deluppgifter

° Uppgift

- antagande;

- antagande,,

I+ {en motivering {or varfor berdkningen loser upp-
giften under de givna antagandena}

to

~1 {motivering av pastdende ty ~; t1}
tq

~9 {motivering av pastdende t; ~s to}

to

tnfl
~pn {motivering av pastaende t,,_1 ~, t,}

ln

Vi skriver uppgiften som skall 16sas efter ”e”’-symbolen. Darefter rdknar vi upp an-
tagandena pa skilda rader. Ett antagande markeras med ett ”—”. Om vi behdver
hénvisa till enskilda antaganden sa kan vi markera dem med bokstéaver i parente-
ser (som (a), (b) , ... ). Berdkningen som foljer efter antagandena boérjar med en
”IF-symbol (ldses "bevisa att”). Berdkningen slutar med symbolen ”[I” (ldses "vilket
skulle bevisas”). Efter bevissymbolen kan vi skriva en motivering av varfor berik-
ningen bevisar pastdendet under givna antaganden. Vi anvinder tva kolumner. Vi
skriver specialsymboler som ”e”, ”IF" ”—" och relationssymbols i den forsta kolumnen
och uppgiften, antaganden, uttryck och motiveringar i den andra kolumnen.

Vi kommer att utvidga det hiar grundlaggande formatet med flera nya funktione se-
nare, som t.ex. deluppgifter, fakta och definitioner. Det héir grundlaggande formatet
fungerar dock bra for at 16sa enklare problem.

2.3 Deluppgifter

Formatet ovan for en uppgift &r tillrackligt ndr motiveringen for varje steg &r relativt
enkelt och kan skrivas pa nagra fa rader. Nar en motivering &r mer komplicerad méste

7
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vi anvanda deluppgifter i motiveringarna.

Exempel 3. Visa att m? —n? > 3, da m och n #r positiva heltal och m > n. I
den hér hirledningen anvénder vi tva grundldggande aritmetiska regler:

a+b<a+b, dab<d (addition & monoton)
ab<ab;, dda>0o0chb<b (multiplikation & monoton)

Vi bevisar pastaendet pa foljande sétt.

° Visa att m?2 —n? >3, da

— m och n ar positiva heltal och
- m>n
I m? —n?

= {konjugatregeln}

(m—n)(m+n)

> {multiplikation &r monoton, enligt antagandena &r m —n > 0 och m +n > 3}
(m—n)-3

> {multiplikation & monoton, enligt antagandena & m —n > 1 och 3 > 0}
1-3

= {rdkna}
3

O

Det andra steget av hérledningen &r relativt komplicerat. Det hénvisar till regeln
om multiplikations monotonitet, men vi kan bara anvéinda regeln i det hér fallet om
villkoren m —n > 0 och m + n > 3 uppfylls. Vi noterar att enligt antagandena
uppfyller m och n féljande villkor:

e m > n enligt antagandet, si m —n > 0 (d& ar ocksda m —n > 0),
e n > 0 enligt antagandet, s& n > 1, och
e m >n > 1 enligt antagandet, s& m > 2, och alltsa. m +n > 3.

Vi kan skriva de hir motiveringarna som oberoende (logiska) berikningar pa
féljande sétt:



2.3. Deluppgifter

° m>n

{aritmetik }
m—mn>0
= {aritmetik}

m—n >0

m >mnochn >0
{aritmetik}
m>n+1landn >1
{aritmetik}
m>2andn>1
{aritmetik}

m+n>3

Vi anvéinder hér ekvivalensrelationen = mellan logiska pastaenden. Relationen p =
p', dir p och p’ ar logiska péstdenden, siger att p och p’ ar lika sanna. En annan
vanlig beteckning for ekvivalens &r <, men beteckningen = illustrerar béttre att det
handlar om likhet mellan sanningsvéirden. Ekvivalensrelationen &r transitiv.

Istéllet for att skriva de hir extra motiveringarna var for sig i beviset kan vi inklude-
ra dem direkt i form av deluppgifter, som vi kan skriva indragna efter en motivering.
Antaganden som man gor i hiarledningar géller d& ocksa i efterféljande deluppgifter.
Langre fram kommer vi att visa att deluppgifter ocksa kan innehélla egna antagan-

den.
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Exempel 4. Skriv om foregdende bevis med hjilp av deluppgifter.

Y

v

10

Visa att m?2 —n2 > 3, da

m och n ar positiva heltal, och
m>n

m? —n?

{konjugatregeln}

(m —n) (m +n)

{multiplikation #r monoton, enligt antagandena &r m —n > 0 och m +n > 3}

° m>n
=  {aritmetik}
m—n>0

= {aritmetik}

m—-—n>0
O
° m >mnochn>0
= {aritmetik}

m>n-+1ochn>1
= {aritmetik}
m>2ochn>1
= {aritmetik}
m+n>3
O
(m—n)-3
{multiplikation & monoton, enligt antagandena & m —n > 1 och 3 > 0}
1-3
{rékna}
3



2.4. Fokusera pa deluttryck

Nedan till vinster har vi en enkel motivering for bevissteget ¢ ~ t’, och till hoger
en motivering med deluppgifter:

t t

~  {motivering} ~  {motivering}

t/ -
uppgift,

uppgift,

En motivering kan stédas av n olika deluppgifter, uppgifts,. .., uppgift,, dar n > 0.
Deluppgifterna dras in ett steg till hoger, sa att de borjar vid féljande kolumn. Det
har gor det enklare att skilja mellan deluppgifterna och huvuduppgiften. Motive-
ringarna forklarar varfor ¢ R t' 4r sant, om vi antar att varje deluppgift &r sann.
Eftersom deluppgifterna ibland kan vara réatt langa, sa placerar vi tecknet ”...” dér
det andra uttrycket (i det hér fallet ¢') som skall bevisas dr. Det hir gor det enklare
att se var deluppgiften slutar och huvuduppgiften fortsatter.

2.4 Fokusera pa deluttryck

I manga fall 4r det nédvandigt att rdkna med langa och komplicerade uttryck. D4
kan vi anvinda delberdkningar som fokuserar pa en del av ett uttryck och modifiera
det utan att skriva om hela uttrycket i varje steg.

11



2. STRUKTURERADE UPPGIFTER

Exempel 5. Forenkla uttrycket \/7 +2V11 + \/7 —2¢/11.

Lésningen ges som en strukturerad hérledning med tva delberdkningar, den ena
innanfor den andra.

e  Forenkla uttrycket /7 + 2v/11 + /7 — 2V/11
F o VTE2V/I1+ VT — 2V

= {kvadrera uttrycket, férenkla det och ta kvadratroten av det forenklade ut-

trycket}
o (VTH2VI1+ V7 —-2V/11)2
= {kvadreringsregeln}

T42VIT+2- V74 2V11- V7 -2/ + 7 2V11
= {fokusera pé deluttycket 2 - \/7 + 2411 - \/7 — 2\/ﬁ}
o 2-V/7T+2VII-V7-2V11
= {skriv under samma rottecken}
2. \/(7+2v/11) - (7 — 2V/T1)
= {konjugatregeln}
2v/49-4-11
= {forenkla}
2V5

cen TH2VIT 4+ 25+ 7—2V11
=  {forenkla}

14+ 25
O

14+ 25
O

Det ursprungliga problemet var att férenkla ett rotuttryck. Vi férenklar kvadraten
av uttrycket i en delberdkning. Kvadratroten av det forenklade uttrycket ar sedan
16sningen till det ursprungliga problemet. Vi férenklar det komplicerade rotuttrycket
i delberdkningen innanfor den hér berdkningen. Nar vi fokuserar pa endast en del
av uttrycket i delberdkningen blir det ldttare att se vad vi modifierar. Dessutom gor
vi farre misstag nér vi inte behdver kopiera komplicerade uttryck fran rad till rad.

Att skriva och ldsa den hér typen av bevis blir lattare om vi anvénder en dator
och en editor med stod for indentering, och som kan visa och doélja indragna rader
(en sé kallad outlining editor). Det hir gor det méjligt att valja hur detaljerat man
vill studera beviset. Om man gémmer deluppgifterna sé far man en béttre 6verblick
Over beviset, och genom att visa dem far man en mer detaljerad bild av beviset.
Nér en delberdkning dr gomd indikerar symbolen "..." att argumentet har gémda
berakningar.

12



2.5. Textuppgifter

2.5 Textuppgifter

I en textuppgift beskriver man foérst en situation, och ger sedan i uppgift att bevisa
eller berdkna nagot i den hér situationen. I en strukturerad uppgift beskrivs situatio-
nen av antagandena. I f6ljande exempel har vi angett antagandena med bokstéver,
sa att vi enklare kan hinvisa till dem i harledningen. Den foérsta uppgiften kommer
fran mekaniken.

Exempel 10. Sedan aret 1960 har restiden for den snabbaste tagférbindelsen mel-
lan Helsingfors och Villmanstrand forkortats med 37%. Berikna hur manga procent
den genomsnittliga hastigheten da har 6kat. Antag att tagbanans langd &r oférdnd-
rad.

Forst skriver vi om uppgiften genom att ladgga till beteckningarna som vi anviander
i beviset. Den omskrivna uppgiften ar foljande: Efter ar 1960 har restiden t’ for
det snabbaste taget mellan Helsingfors och Villmanstrand férkortats med 37 pro-
cent jamfort med den ursprungliga restiden ¢. Berdkna med hur ménga procent p
medelfarten v’ har okat jamfort med den ursprungliga medelfarten v. Vi antar att
tagbanans lingd s &r oféréandrad.

° Berékna med hur méanga procent p farten har férédndrats, da

- t'=0,63-1

Ik {transitivitet, berdkna ndrmevérde}

p
=  {definitionen av férdndringsprocent}

v —w

v

= {fysik: definitionen av medelfart v = 3, dér s &r strickan man har rort sig och
t ar restiden}

Ll w»
1 ®

VA

=  {forenkla}
s
t
5-
t
=  {forenkla braken}
st
LA |
5t
=  {forenkla, antaganden}

13
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1
-1
0,63

Q

{berdkna nirmevirde}

0,59

= {konvertera till procent: 2% = 755}
59%

0

Svar: medelfarten har okat med 59%.

2.6 Fragor och svar

I en matematisk uppgift méaste man ofta hitta ett virde x som uppfyller vissa givna
villkor, eller s& maste man hitta varje virde x som uppfyller de givna villkoren.
Ekvationslosning &r ett exempel pa denna vanliga typen av uppgift. Ofta sigs det
inte explicit med avseende pa vilken variabel man skall 16sa en ekvation, eftersom det
ar uppenbart (variabeln x), men om en ekvation har manga variabler och konstanter
sa kan en uppgift i den har formen vara tvetydig.

I strukturerade hérledningar kan vi beskriva en uppgift mer exakt nir vi efter e
- symbolen anger vilken variabel vi letar efter och vilka villkor den boér uppfylla.
Svaret ges efter J - symbolen.

Exempel 14 En planka har bredden 95 mm och ldngden 1,6 m. Den sagas i bitar
med samma langd, som placeras bredvid varandra sa att de bildar en kvadrat. Vilken
ar kvadratens maximala sidléngd?

Lat n vara antalet bitar, n € Z,, och lat x vara bitarnas langd. Da géller det att
nr < 1600, dir ldngdenheten dr millimeter. Vi vet ocksa att x = 95n, eftersom
bitarna bildar en kvadrat. Vi beskriver situationen i figur 2.1 (notera att en bit kan
bli 6ver) .

95 mm

1 2 n

Figur 2.1: Kvadraten och den 6verblivna biten.

Nu vill vi maximera virdet pa x.

14
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O

Berékna n € Z, som maximerar virdet x = 95n och uppfyller villkoret nx <
1600

n maximerar virdet x = 95n, och nx < 1600 och n € Z,

{forenkla villkoret }

° Forenkla nz < 1600, da

- x = 95n

I nx <1600

{anvénd antagandet = = 95n}

n - 95n < 1600

{forenkla}

n? < 1600/95

{16s genom att anta att n € Z,; 16 < %go < 25}
n <4

O

n maximerar viardet x = 95n, ochn <4 ochn € Z,
{z &r en strangt vixande funktion av n}
n=4

n=4

Med andra ord, den storsta mojliga kvadraten ar 4 - 95 = 380 (mm).
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KAPITEL 3

Att losa ett problem steg for steg

I foregaende kapitel visade vi hur strukturerade uppgifter anvénds for att 16sa enkla
matematiska uppgifter. Néar en 16sning blir langre och mer komplicerad behéver vi
emellertid metoder som tillater oss att dela upp lésningen i mindre delar. Dessutom
behover vi en tydlig strategi for hur man ska 16sa en uppgift.

Inom matematik finns tre grundliggande strategier for att 16sa mer komplicerade
problem steg for steg: algebraiska berdkningar, framatgaende bevis och bakatgaende
bevis. Vi har visat i foregaende kapitel hur man loser problem med berdkningar. I
ett framéatgaende bevis raknar vi upp en f6ljd av fakta som foljer fran antagandena
och tidigare fakta och som hjdlper med forstaelsen och 16sningen av problemet. Vi
fortsdtter tills vi har samlat s& manga fakta att vi kan 16sa problemet direkt, med
en berdkning eller genom ett slutligt faktum. Bakatgaende bevis borjar fran det
ursprungliga problemet och férsdker reducera detta till enklare problem och 16sa
dessa, antingen direkt, eller genom att reducera dem till &nnu enklare problem, osv.

Strukturerade uppgifter gér det mojligt att anvinda alla de hér bevisstrategierna
samtidigt, i olika delar av en l6sning. I det hér kapitlet visar vi hur man anvinder
framatgaende och bakatgaende bevis i strukturerade uppgifter.

3.1 Framatgaende bevis

Da vi 16ser en uppgift har vi ofta en situation dér vi inte direkt ser hur vi skall
berdkna det onskade resultatet. Vi behover forbereda berdkningen forst genom att
rdkna upp nagra fakta som foljer fran antagandena och som vi behéver for att utfora
berékningarna. Vi skriver ett faktum pa foljande sétt:

+  {motivering}

pastdiende
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3. ATT LOSA ETT PROBLEM STEG FOR STEG

Vi markerar ett faktum med ett ”+7-tecken, till skillnad fran antaganden som vi
markerar med ett "—"-tecken. Ett faktum bor alltid komma med en motivering
som forklarar hur faktumet f6ljer fran antagandena och tidigare fakta. Motiveringen
skrivs fore faktumet. Motiveringen kan vara enkel eller sa kan den bygga pa delupp-
gifter. Fakta kan numreras, och dé skrivs siffrorna i hakparenteser (t.ex. “[1]”, “[2]”
08V.).

Forst visar vi med ett exempel hur man kan anvénda fakta for att 16sa en uppgift.
Exempel 11 Hojden mot hypotenusan i en ratvinklig triangel delar hypotenusan
i forhallandet 3 : 7. Berdkna forhallandet mellan kateternas langder.

Vi borjar med att rita en figur, som beskriver problemet:

I nésta figur har vi namngett kateterna (a och b), hypotenusan (c) och héjden (h).

Vi anvéinder de hér beteckningarna i beviset. Vi skriver sjilva beviset enligt féljande
modell. Forst skriver vi ner nagra enkla fakta, som foljer direkt fran figuren. Baserat
pa dessa kan vi bevisa nagra andra fakta. Slutligen berdknar vi forhallandet mellan
kateternas lingder utgéende fran dessa fakta.

. Beréikna forhéallandet ¢

[1]  {fran figuren}
c= 10z

[2] {figuren och Pythagoras sats}
h? + 922 = a?

[3] {figuren och Pythagoras sats}

18



3.1. Framatgaende bevis

4]

]

16]

17l

h? + 4922 = b?

{figuren och Pythagoras sats}

a? + b? = 10022

{eliminera h}

O

b2

2] A [3]

{observation [2] och [3]}

h? + 922 = a®?Ah? + 4922 = b?

{subtrahera den forsta ekvationen fran den andra ekvationen och forenk-
la}

b% — a? = 4022

—a? = 402

{Berikna b*}

[4] A [5]
{observation [4] och [5]}
a? + b% = 10022 A\b* — a® = 4022

= {sla ihop ekvationerna}
20% = 14022

=  {dividera bada leden med 2}
b? = 7022

O

b? = 7022

{Berikna a?}

[4] A [6]
{observation [4] och [6]}
a® + b? = 10022Ab? = 7022

= {sétt in den andra ekvationen i den forsta ekvationen}
a? + 702 = 10022

= {16s a?}
a? = 3022

O

a? = 302>
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3. ATT LOSA ETT PROBLEM STEG FOR STEG

[

= {kvadratrotens definition, a och b &r positiva tal}
a2
V 2
= {observation [6] och [7]}

30x2
70x2

= {reducera och foérenkla}
V3
V7

O

Foljande exempel fran den analytiska geometrin visar ocksa hur man anvander fakta
i uppgifter. I det hir exemplet markerar vi antaganden med bokstéaver och fakta med
siffror.

Exempel 12. Berikna den punkt pa parabeln y = x2 — 2x — 3, dir den riktade
vinkeln hos tangenten &r 45°.
Vi kan omformulera problemet pa foljande sétt: Berdkna punkten (zg,y0) pa para-

beln y = 22 — 22 — 3 dér den riktade vinkeln o hos tangenten #r 45°.

. Berdkna punkten (zo,yo), da

(a) y=f(x)=a2—2z—3 for varje z € R, och

(b)  den riktade vinkeln hos tangenten i punkten (zq,yo) dr oo = 45°
[1]  {berikna derivatan i punkten zo}

° tangenten till parabeln i punkten (x¢,yo) har den riktade vinkeln 45°

= {riktningskoeflicienten k ges av den riktade vinkeln o med formeln k& =
tan '}

tangentens riktningskoefficient i punkten (z, yo) ar tan45°
{tan45° =1}

tangenten har riktningskoefficienten 1 i punkten (zo,yo)

{derivatan av funktionen ger riktningskoefficienten}

f' (o) =1
0

[ (o) =1

[2] {berdkna virdet pa variabeln x(, observation [1]}
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3.1. Framatgaende bevis

[ ] f/ (xo) =1
=  {antagande (a), berdkna derivatan}
2!17(] —2=1
= {l6s z}
Ty = %
O
o = %
I (0, ¥0)
= {observation [2]|}
(%7 yO)
= {berdkna viirdet pd yo med hjilp av antagande (a)}
2
(33 -2 -3
= {rékna}
(5%
O
Punkten vi s6ker &r alltsa (zo,yo) = (3, —22).

Den allménna formen for en strukturerad uppgift med fakta ser ut pa foljande sétt.
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3. ATT LOSA ETT PROBLEM STEG FOR STEG

. Uppgift
- antagande;
- antagande,,
+ {motivering av faktumet}
faktum1
+ {motivering av faktumet}
faktum,,
I {motivering for varfoér hirledningen &r en l6sning till upp-

giften med de givna antagandena och fakta}
to

~1 {motivering av pastaendet to ~1 t1}
t1

~o {motivering av pastaendet t; ~2 t2}

t2

tn—1
n  {motivering av pastdendet t,_1 ~n tn}

tn

3.2 Bakatgaende bevis

Bakatgaende bevis kraver inte nya mekanismer, vi kan utféra dem med deluppgifter.
Vi visar tva exempel, dir vi l6ser den givna uppgiften genom att reducera den
ursprungliga uppgiften direkt till deluppgifter. Da behover vi inte géra berdkningar
p& huvuduppgiftens niva, och vi kan utelamna dem.

Den forsta exemplet ar ett fallbevis. I den hér typen av bevis identifierar vi forst
varje mojligt fall, sedan visar vi att vart pastdende &ar sant i varje enskilt fall. Det
ar viktigt att de fall som vi behandlar omfattar varje mdjlighet.

Exempel 16. Bevisa att olikheten |z + 1| > 1 &r sann utanfor intervallet [—2,0].

. Visa att |z 4+ 1| > 1, da
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3.2. Bakatgaende bevis

(a)
I

O

r>0Ve< -2

{fallbevis, enligt antagandet (a) ar det tillriackligt att kontrollera fallen x > 0
och x < —2 var for sig}

Visa att |z + 1] > 1, d&

x>0

|z + 1

{definition av absolutvéirde, antagandet z > 0}
z+1

{antagande}

0+1

{rékna}

1

Visa att |z + 1| > 1, da

T < -2

|z + 1]

{absolutvirdets definition, antagandet x < —2}
—(z+1)

{forenkla}

—r—1

{antagandet x < —2 dvs. —z > 2}

2-1
{rékna}
1

Induktionsbevis dr ett annat exempel dar det lonar sig att reducera ett problem. I
ett induktionsbevis behandlar vi tva fall: basfallet och induktionssteget. Om vi kan
bevisa bada stegen s& ar pastaendet sant.
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3. ATT LOSA ETT PROBLEM STEG FOR STEG

Exempel 14. Bevisa att

1
0+1+... n(n+1)

+
S
Il

for n € N med hjilp av induktion.

Vi bevisar det hér pa foljande satt:

° VisaattO—l—l—i—...—i—n:%férneN

I {induktionsbevis}

° Basfall: visa att0+1+...+n:w, da
— n=0

I O0+1+4...+n="200

{sétt in antagandet n = 0}

— 0(0+1)
0==-"7F—

{multiplicera med noll}
T

n/(n/-&-l)

. Induktionssteg: visa att 0+ 14 ...+ n' = 5

— n'=n+1och

— 04 1+4...4p="ntD

I+ 04+1+4+...4n

=  {antagande}
O+1+4+...4n+(n+1)

=  {induktionsantagande}
2ol 4 (n+1)

= {beridkna en gemensam ndmnare}
n(n-1)2(n )

,da

= {distributiva lagen, kommutativa lagen}
(n+1)(n+2)
2

=  {antagandet n’ =n+ 1}
n'(n'Jrl)
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KAPITEL 4

Strukturerade harledningar

En strukturerad hédrledning ar en f6ljd av harledningssteg, dér varje steg dr antingen

e ett antagande,

e en deklaration,

e ctt faktum,

e en definition eller

e en uppgift.

En strukturerad hérledning &r det traditionella sdttet pa vilket en matematiker
arbetar med ett problem. Forst forsoker vi formulera problemet i matematisk form.
Nér vi gor detta inser vi behovet av mer exakta antaganden, och kanske dven néagra
ytterligare antaganden. P& samma sétt kanske vi behover inféra nagra nya begrepp,
som vi definierar for att forenkla problemet. Nu kan vi fokusera pé att 16sa problemet.
Nar vi har 16st det ursprungliga problemet, ser vi kanske att det leder till andra
intressanta resultat, som vi ocksa kan studera i samma sammanhang. Dessa kréver
ytterligare antaganden och nya definitioner och leder till nya problem, osv.

Matematiska resonemang byggs upp lite pa samma sétt som en roman, med en tydlig
beréttelse och en eller flera hjdpunkter. Skillnaden &r att varje steg méaste bevisas
vara korrekt, eftersom ett enda fel kan forstora hela strukturen.

En strukturerad hérledning ger mera frihet &n strukturerade uppgifter nér vi léser
matematiska problem:

e Vi kan definiera nya begrepp fore vi formulerar uppgifter och fakta som an-
viander de hér begreppen.

e Vi kan 16sa flera uppgifter under samma antaganden, fakta och definitioner.

e Vi behdver inte presentera varje antagande genast, vi kan lagga till nya anta-
ganden nar de behovs.
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4. STRUKTURERADE HARLEDNINGAR

Strukturerade hérledningar generaliserar alla de konstruktioner som vi har beskrivit
tidigare. En strukturerad uppgift ar ett specialfall av en strukturerad hérledning, en
som bara har en uppgift. Ett enskilt antagande, beteckning, faktum eller definition
ar ocksa ett specialfall av en strukturerad hérledning.

4.1 Definitioner

Den allméinna formen for en definition ar:

+ Definiera ¢; € Aq,...,cp € A
{motivering}

definitionsvillkor

Det hér definierar nya konstanter ¢; € Ay, ..., ¢ € A, som vi sedan kan an-
vinda i den fortsatta hiirledningen. Motiveringen bor visa att vi (under de givna
antagandena och tidigare fakta) kan ge viirden for konstanterna som uppfyller de-
finitionsvilkoret. En definierad konstant kan vara enkel, som ett reellt tal eller ett
heltal, men den kan ocksé vara en funktion.

Vi kan anvédnda definitioner ocksa i strukturerade uppgifter, pd samma satt som
fakta. De kan vara anvindbara nér vi behover t.ex. en kortare beteckning for négot
komplicerat koncept. Vanligtvis har en definition emellertid ett mera allmént syfte.
Vi anvéinda den inta bara for att 16sa ett problem, utan mera allmént da vi analy-
serar nagon teori eller modell. Da ar definitionen en naturlig del av den allménna
utvecklingen av teorin och beskrivs bést som ett steg i en strukturerad harledning.

Exempel 15. Vi definierar f6ljden ag, a1, as, ... pa foljande sétt:
n
a =
" 2n+1

1
dan=0,1,2,3,.... Visaatt (A) 0 < a, < 3 dan>1,att (B) apy1 >a, ddn>0
och (C) berdkna lim, o ap.

Vi 16ser den hér uppgiften med en strukturerad hérledning. Vi identifierar uppgif-
terna med stora bokstéver, A, B och C.

+ Definiera a : N — R

{Funktionen a beskriver en f6ljd, da vi betecknar a; = a(i), i = 0,1,2,....
Den hir foljden &dr véldefinierad, eftersom 2n+1>0dan=0,1,2,... }
on
41

dan=0,1,23,...

QA
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4.1. Definitioner

1
Visaatt0<an<§,dé
neN,n>1

1
O<a, <=
4n =3

{definition a,}

n 1
<7

0
<2n+1 2

{multiplicera bada leden med 2n + 1, skriv dubbelolikheten som en konjunk-

tion}

2n+1

O<nAn<
nnan 9

{enkelt}

O<nA2n<2n+1

{enligt antagandet dr n > 1, s det forsta pastdendet &r sant; det andra pé-

stdendet dr alltid sant}

T

Visa att an4+1 > an , da
n €N
An 41 > 79

{definition a, }

n+1 S n
2(n+1)+1" 2n+1
{enkelt}
n+1 n

2n+3 - 2n+1

{multiplicera med (2n + 3)(2n + 1), vilket &r positivt enligt antagandet}

2n+1)(n+1) > (2n+3)n

{enkelt}

2n2+3n+1>2n2+3n

{subtrahera 2n? + 3n fran bada leden}

1>0
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4. STRUKTURERADE HARLEDNINGAR

{aritmetik}

T

Definiera lim,, .- a,
I+ lim,, o0 A

= {enligt definitionen}

. n
lim,,

= {dividera bade tiljaren och ndmnaren med n }

n
_n

lim,, o PN
n n

= {enkelt}

lim,, s 0

2+ ¢
1 .

= {——0dan— oo}
n

1

2

1
U lim,, o0 ap= 3 |

4.2 Modellering

Strukturerade hérledningar &r anvindbara da vi vill modellera nagon situation och
sedan stélla fragor om modellen. Vi aterkommer till uppgiften som vi presentera-
de tidigare,m tagforbindelsen mellan Helsingfors och Villmanstrand igen, men nu
anvinder vi en strukturerad hérledning. Det hér betyder att vi forst konstruerar
en modell som beskriver uppgiften och sedan borjar vi 16sa fragor relaterade till
modellen.

D& man modellerar ar det ofta bra att ange hur vi betecknar olika storheter. Vi
introducerar beteckningar i en deklaration, av formen

+ g €A,...,cn, €A
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4.2. Modellering

Det héar séger att vi infor nya konstanter kallade ci,...,c, 1 hérledningen, dér
konstanten c; har ett varde som tillhér méngden Aq, konstanten ¢y tillhér méngden
As osv.

Vi kan tolka en deklaration som ett specialfall av en definition, dir vi endast anger
den definierade konstantens namn och viardeméngd. Vi kan begrdnsa konstantens
viarde senare med ytterligare antaganden, om det behovs.

Exempel 16. Sedan aret 1960 har restiden for den snabbaste tagférbindelsen mel-
lan Helsingfors och Villmanstrand forkortats med 37%. Berikna hur manga procent
den genomsnittliga hastigheten da har 6kat. Antag att tagbanans langd &r oférdnd-
rad.

Vi borjar med att namnge konstanterna som vi anvander for att beskriva uppgiften.

+ s € R— avstandet mellan Helsingfors och Villmanstrand
+ t € R— den ursprungliga restiden

+ t' € R— den nuvarande restiden

Vi kan skriva kommentarer i en hérledning efter "-" tecknet. Hér hjdlper kommen-
tarerna oss komma ihag vad storheterna beskriver i det ursprungliga problemet.

Vi behover inte skriva en strukturerad hérledning som ett enda stycke, utan vi kan
lagga till text mellan stegen som hér, for att gora det lattare att forsta hur 16sningen
framskrider.

Sedan skriver vi antagandena:
(a) t'=0.63-t
(b) s>0,t>0,t'>0

Notera antagandena som vi lade till, som séger att s, ¢, alla dr storre dn noll. Det
hér foljer fran uppgiftens definition. Eftersom s > 0 s kan restiden inte vara noll.

Vi definierar hastigheten pa normalt sitt:

[1]  Definiera v € R — den ursprungliga medelhastigheten

{v ar valdefinierad, eftersom ¢ > 0}
s

v=-

t

[2] Definiera v’ € R — den nuvarande medelhastigheten

{v' &r vildefinierad, eftersom ¢’ > 0}
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4. STRUKTURERADE HARLEDNINGAR

Vi definierar férandringsprocenten pa foljande sétt:

[3] Definiera p € R — hastighetens foréndringsprocent
{p ar véldefinierad: eftersom s,t > 0 s& &r v > 0}

v —w

p:
v

Nu kan vi 16sa uppgiften:
b p
= {definition [3]}

v —w

= {definition [1] och [2]}

vt

s
t
= {f6renkla}
s
t/
S
t
=  {forenkla braken}
s-t
s-t

=  {forenkla, antagande}

1

—1
0,63

%

{berikna nirmevirde}
0,59
= {konvertera till procent: % = 155}
59%
O
Svar: medelfarten har okat med 59%.
En strukturerad hirledning ar ett battre sédtt att presentera ett matematiskt resone-

mang an en strukturerad uppgift d& resonemanget dr langt och det finns ett behov
av att forklara vad de olika stegen i hérledningen anvénds till.
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KAPITEL 5

Harledningar och logik

Ett centralt inslag i en strukturerad hérledning dr anvindningen av logiska uttryck
och regler i matematiska bevis och hérledningar. Logik &r naturligtvis en viktig
del av varje bevis, men den anvinds ofta pa ett informellt sitt. I strukturerade
hérledningar anvénds logiska beteckningar systematiskt och de logiska regler som
utnyttjas anges explicit. Vi kan da gora berdkningar med logiska uttryck pa samma
sétt som vi idag gér med aritmetiska och algebraiska uttryck.

5.1 Logiska pastaenden

Vi har samlat de logiska beteckningar som vi anvénder i strukturerade hirledningar
i en tabell 5.1. Beteckningarna &r ratt vanliga, &ven om vi har gjort nagra féréand-
ringar. Implikation kan ocksa betecknas ”—” och f6r ekvivalens finns dven beteck-
ningarna ”’<” och ”+”. Konjunktion betecknas ibland med ”&” och disjunktion med
”|”. Universalkvantorn betecknas ibland med ”Az” och existenskvantorn med ” Ez”.

Vi har redan anvint logiska beteckningar i tidigare exempel. I sjélva verket kraver
gymnasiematematik en hel del logik bade for att presentera och for att manipulera

Tabell 5.1: Loogiska symboler och operationer

T sant, ett sant pastende (true)
F falskt, ett falskt pastaende (false)
-p :  negation, pastdendet —p dr falskt om p &r sant, och sant om p &r falskt
pAq : konjunktion, pastaendet ar sant om p och ¢ ar bada sanna
pVq : disjuktion, pastaendet dr sant om p eller ¢ (eller bada) &r sanna
p=q : implikation, om p ar sant, s ar ocksa ¢ sant
p=q : ekvivalens, p ar lika sant som gq
(Vz:p(x)) : wuniversalkvanttorn, p(x) ar sant for varje virde for variabeln x
(Fz:p(x)) : existenskvanttorn, p(x) ar sant for nagot virde for variabeln z

31



5. HARLEDNINGAR OCH LOGIK

matematiska pastaenden. Vi visar forst hur vi behover logik i gymnasiematematiken
redan da l6ser en andragradsekvation.

Exempel 6. Los ekvationen 7z? — 6z = 0.

Foljande strukturerade hérledning 16ser ekvationen:

° Lés ekvationen 722 — 6z =0

I 722 — 6z =0

{distributiva lagen: a (b + ¢) = ab + ac}
z(Tx —6)=0

{nollregeln: ab=0=(a=0VvVb=0)}
r=0V7z—-6=0

{16s den andra ekvationen}
— _6
r=0Va=3

O

I hiirledningen skriver vi om det logiska pastaendet 7z? — 62 = 0 med hjilp av steg
som bevarar ekvivalensen mot till z =0V x = g,. Det senare uttrycket visar direkt
vilka tvA véirden for variabeln x som uppfyller ekvationen (variabeln z uppfyller
ekvationen da dess vérde ar 0 eller g) Varje steg motiveras med en regel. I forsta
steget anvinder vi t.ex. den distributiva lagen fér multiplikation, a (b + ¢) = ab+ac.

Vi anvinder den hér regeln i steget
722 —6x=0 = x(Tx—6) =0,
dvs. den omskrivna ekvationen ar ekvivalent med den ursprungliga ekvationen.

Det &r vért att notera att vi ger 16sningen till ekvationen som en disjunktion. Vi
har visat att ekvationen 722 — 62 = 0 ir lika sann som ekvationen z = 0V x = g.
En ekvation ett logiskt pastdende som kan vara sant for vissa viarden pa variabeln

x och falskt fér andra virden pa x.

Vi kan ocksa anvéinda strukturerade héarledningar nar vi uttrycker pastaenden med
naturligt sprak. Féljande exempel beskriver det hér.
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5.1. Logiska pastaenden

Exempel 7. Visa att k% + k #r ett jimnt tal, for varje heltal k.

Har ar ett enkelt bevis av pastaendet:

° Visa att k2 + k &r ett jimnt tal, da
- k ar ett heltal

I talet k2 + k &r jaimnt

{distributiva lagen}

talet k (k + 1) ar jamnt

{en produkt &r jAmn om en av faktorerna ar jimn}

talet k ar jamnt V talet k 4 1 &r jamnt

{ett av tva pa varandra foljande tal ar alltid jamnt}

T

O

I exemplet anvinder vi naturligt sprak i logiska pastaenden som "k2 + k &r ett jimnt
tal”.

Uppgiften var att bevisa att pastaendet "k + k &r ett jamt tal” &r sant. Vi uttrycker
det hér pa foljande sétt

(k? + k #r ett jamnt tal) = T,

med andra ord, pastdendet ”k? + k &r ett jimnt tal” &ir ekvivalent med
sanningsvardet 7. Om vi vill bevisa pastaendet med hjélp av en berdkning sa bor
vi skriva pastaendet som en ekvivalens. Eftersom p = T alltid &r sant récker det
med att visa att pastaendet T = p &r sant.

Foljande exempel beskriver hur vi kan anvinda logiska regler nér vi 16ser problem
pa gymnasieniva.

Exempel 9. I en ratvinklig triangel dr hypotenusans langd 15 cm, och omkretsen
ar 36 cm. Berdkna kateterna langder.

I hiirledningen anviinder vi Pythagoras sats a? + b2 = ¢2, diir a och b #r kateterna
och ¢ dr hypotenusan. Vi kan berdkna omkretsen pa det vanliga séttet som summan
av sidornas ldngder, dvs. a + b + c.

° Berékna sidornas ldngder i triangeln, da

(a) triangeln ar rétvinklig och har kateterna a och b och hypotenusan ¢
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34

¢ =15 (cm)

triangelns omkrets &r 36 (cm)

T

{Pythagoras sats, antagande (a)}

a’+b* =c?

{antagande (b) och (c)}

a®+ b =152 ANa+b+15 =36

{16s den andra ekvationen med avseende pa b}
a?+ b =152 Ab=21—a

{séitt in b fran den andra ekvationen i den forsta ekvationen, 15? = 225}
a?+(21—a)®*=225Ab=21—a

{beréikna (21 — a)?}

a?+441 —42a+a®> =225 Ab=21—-a
{forenkla den forsta ekvationen}

2a® —42a+216 =0Ab=21—a

{16s andragradsekvationen}

° 2a% — 42a + 216 = 0

{rotformeln}

o = —(=42)+v42° 12216
= 22

{forenkla}
_ 424/1764—1728
= 1

a

{forenkla}

42+6
4

{forenkla}
a=9Va=12

a =

(|

(a=9Va=12)Ab=21—-a

{distributiva lagen: (pVqg) Ar=(pAr)V(gAr)}
(a=9Ab=21-a)V(a=12Ab=21—a)

{sétt in vérdet pa variabeln a i ekvationen for b}



5.2. Kvantorer i gymnasiematematiken

Figur 5.1: A parabel som Oppnar sig uppat och nerat
L3

2 4 B

[ i

TTTTTITTTT
M

[ma]

m

IIIIIII‘l—‘I

(a=9Ab=21-9)V (a=12Ab=21—12)

= {forenkla}
(a=9Ab=12)V(a=12Ab=09)
O

Svaret visar att kateternas lingder &r 9 cm och 12 cm.

Vi borjade beviset med pastaendet T'. Eftersom vi vet att Pythagoras sats &r sann
s& kan vi anvinda antagande (a) for att visa att

T = o2+ =72

Sedan visar vi att a? + b? = ¢? #r ekvivalent med pastaendet (a = 9Ab = 12)V (a =
12 Ab = 9). Eftersom T &r sant si maste pastaendet som vi far som resultat vara
sant, och vi har 16st uppgiften.

5.2 Kvantorer i gymnasiematematiken

Nésta uppgift &r ett exempel pa en mera utmanande héirledning, déar vi utnyttjar
universalkvanttorn for att formulera problemet.

Exempel 8. For vilka virden pa konstanten a &r funktionen f : R — R alltid
negativ, da f (z) = —22 + azx + a — 3 for varje x?

I det hér fallet kriaver 16sandet av huvuduppgiften att vi loser tva deluppgifter (be-
rékna diskriminanten Dy och berékna dess nollstéllen). I resonemanget anvénder vi
kurvorna i figur 5.1, som &r parabler som Oppnar sig uppéat och neréat.

Vi 16ser uppgiften med hjalp av en strukturerad harledning pé foljande sétt.
. Berakna for vilka viarden pa a funktionen f alltid ar negativ, da
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O

f(z) = —22+ax+a— 3 for varje z € R
(Vx:—x2+am—|—a—3<0)

{grafen till funktion f &r en parabel som Oppnar sig nerdt da andragrads-
termens koefficient &r negativ; en sadan graf &r alltid negativ om den saknar
nollstéllen (figuren till vénster)}

(Vo : =2+ az+a—3#£0)

{en andreagradsekvation saknar nollstéllen om diskriminanten Dy &r mindre
dn noll}

Df <0
{sétt in diskriminantens vérde Dy}

. Berdkna diskriminanten virde Dy

- Dy

= { diskriminanten av Az? + Bz + C = 0 ges av formeln B? — 4AC}
a?—4(-1)(a—3)

= {forenkla}
a® +4a — 12

U

a?+4a—-12<0

{grafen till funktionen definierad av uttrycket a® + 4a — 12 #r en parabel som
Oppnar sig uppat da andragradstermens koefficient &ar positiv, ddrmed &r grafen
negativ mellan nollstéllena (figuren till hoger)}

. Berikna nollstéllena, till polynomet a? + 4a — 12
I+ a’>+4a—-12=0
=  {rotformeln}

| -4t /12-41(-12)

21
{16s}
a=2Va=—6

—6<a<?2

Dérmed har vi bevisat att
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5.3. Exakta bevis

Med andra ord ar funktionen f negativ om och endast om —6 < a < 2.

I strukturerade hérledningar kan vi fritt anvinda logiska pastadenden och logiska
inferensregler nér vi motiverar likheten mellan pastaenden. I detta fall behévde vi
allkvantorn for att formulera problemet. Vi kan ocksé anvénda extra material, sdsom
figurer, tabeller eller andra typer av stéd i strukturerade hérledningar. I det fore-
gaende exemplet hanvisade vi till tva figurer i beviset. Tilliggsmaterial presenteras
utanfor beviset, men det kan hénvisas till i hirledningen. Vi utnyttjar &ven parablers
allménna egenskaper i beviset.

I exemplet har vi bevisat ekvivalens mellan pastdendena. Om vi endast bevisar
implikationen at hoger

(Vo:—2?+ar+a—-3<0)=-6<a<?2

s& kan villkoren for konstanten a vara for svaga, vi kunde fa extra virden som inte
uppfyller de ursprungliga villkoren. Om vi & andra sidan endast visar att

(V:z::f:r2+ax+a73<0)¢76<a<2,

s& dr det mojligt att vi inte hittar varje viarde péa konstanten a som uppfyller de
ursprungliga villkoren. Vi anvinder ekvivalens for att visa att villkoren uppfylls fér
de berdknade viardena pa konstanten a och endast for dessa vérden.

5.3 Exakta bevis

I tidigare bevis har motiveringarna for stegen har varit ganska fria. Om vi vill géra
bevis logiskt exakta ar det viktigt att ndmna vilken regel som vi har anvént i varje
steg. Vi bor &ven ndmna hur vi har anvéint regeln och motivera varfor vi kan anvénda
regeln i detta sammanhang.

Lat oss studera den distributiva lagen, som &r en typisk regel fran algebran:

x(y+2) = zy+ zz.

Det hér géller for varje aritmetiskt uttryck x,y och z. Har ar x,y och z sa kallade
metavariabler (eller syntaktiska variabler), som vi ersétter med konkreta uttryck
da vi anvinder regeln.

Vi kan skriva den exakta motiveringen av ett steg i ett bevis i formen
{namn : regel, dar substitution, villkor antagande géller}

I motiveringen

e niamns regelns namn (namn),
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e skrivs sjilva regeln ut vid behov (regel),

e beskriver vi hur vi anvénder regeln (dvs. vilka véirden som sétts in istéllet for
den syntaktiska variabeln) (substitutioner) och

e vi konstaterar att antagandena for regelns anvindning &r uppfyllda.

Vi kan skriva en mera exakt motivering av ett steg dér vi anvinder den distributiva
lagen i formen:

(a—"0)(a+0b)

= {distributiva lagen for addition: x (y + z) = zy + 2z, ddr z := a — b, y := a,
z := b, villkoret att a — b, a och b &r aritmetiska uttryck géller}

(a—b)a+ (a—b)b

Hér 4r « := a — b, y := a och z := b substitutioner som vi anvénder i regeln.
Darmed tillampar vi den distributiva lagen sa att vi véljer a — b som variabel z, a
som variabel y och b som variabel z. Vi konstaterar ocksa att vi kan anvinda regeln
eftersom varje uttryck ar aritmetiskt. Efter att vi substituerat far vi ett specialfall
av den distributiva lagen:

(a—b)(a+b)=(a—b)a+ (a—b)b

Vi kan skriva regeln direkt i motiveringen, som vi har gjort tidigare, eller sa kan vi
endast skriva namnet pa regeln. Vi utelamnar ofta substitutionen om det framgar
fran bevissteget vilken substitution vi har anvint. P4 samma sétt kan vi utelamnar
villkoren om de &r uppenbara fran sammanhanget. D& kan vi skriva mycket korta
motiveringar for bevisstegen,

(a—b)(a+Db)
= {distributiva lagen for addition}
(a—b)a+ (a—Db)b

Lésaren arbete blir da att ldgga till nédvindiga detaljer, dvs. vad regeln faktiskt
séger och vilken substitution vi har anvént. Dessutom maste ldsaren kontrollera att
antagandena for att anvénda regeln géller.

38



5.3. Exakta bevis

Exempel 17. Vi bevisar konjugatregeln pa nytt, men den hir gangen anvander vi
bara axiom for reella tal. Vi anvénder delhérledningar i beviset for att ge det samma
struktur som det tidigare beviset, dvs. bevisen de har samma huvudsteg.

O

Visa att (a — b) (a + b) = a® — b?, med hjilp av axiomen for reella tal
{transitivitet}

(a—0b)(a+0b)

{bevisa med hjilp av axiom}

a? + (—ba) + ba + (—b?)

{bevisa med hjilp av axiom}

a? —b?

I det har beviset dr delhdrledningarna géomda, sa att vi ser bevisets overgripande
struktur. Delhérledningen i det forsta steget ar foljande:

Bevisa att (a — b) (a + b) = a? — b? med hjilp av axiom
(a—"0b)(a+b)

{distributiva lagen for addition: x (y + z) = zy + xz, ddr z := a — b, y := a,
z = b}

(a —b)a+ (a—0b)b

{kommutativa lagen: zy = yx, dir x :=a — b, y := a}

a(a —b) + (a —b)b

{kommutativa lagen: zy = yx, dir x :=a — b, y := b}

a(a — b) + b(a — b)

{definition av subtraktion: x —y =z + (—y), dir x := a, y := b}
a(a+ (=b)) + bla+ (=b))

{distributiva lagen for addition: z (y + z) = ay + xz, ddr = = a, y := a,
z = —b}

aa + a(=b) + bla + (—b))

{distributiva lagen for addition: x (y + 2z) = zy + a2, ddr  := b, y = a
z = —b}

aa + a(—=b) + ba + b (—b)
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= {kommutativa lagen: zy = yx, dir © := a, y := —b}
aa + (=b)a+ ba + b(—b)

= {multiplikation by additiva inversen: (—z)y = — (zy), dér « := b, y := a and
y = b}
aa + (—ba) + ba + (—bd)

= {definition av potensen z%: x? = xx, dir x := a och x := b}

a? + (—ba) + ba + (—b?)
O

Delhérledningen i det andra steget &r foljande:

. Bevisa att a? + (—ba) + ba + (—b*) = a® — b* med hjilp av axiom
F a4 (—ba) + ba + (—b?)
=  {summan av motsatta tal: —z + z = 0, dir = := ba}
a? + 0+ (—0?)
= {addera noll: z + 0 = z, dir z := a?}
@+ ()
= {definitionen av subtraktion: x —y =  + (—y), dir x := a2, y := b*}

a? — b2

Det hir mer exakta beviset ar mycket ldngre eftersom varje steg endast utnyttjar
axiom for reella tal.
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KAPITEL 6

Det allmanna formatet for en
strukturerad harledning

En strukturerad hérledning har f6ljande allménna format

hérledning:

hdrledningsstegy

hdérledningsstegs

hdrledningsstegy,

Med andra ord, en hirledning &r en foljd av hérledningssteg. Ett enskilt steg i
hérledningen &r antingen ett antagande, en deklaration, ett faktum, en definition
eller en (strukturerad) uppgift:

hdrledningssteg:

antagande | deklaration| faktum | definition | uppgift

En (strukturerad) uppgift beskriver en matematikuppgift och dess 16sning. En upp-
gift har féljande allménna form:
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6. DET ALLMANNA FORMATET FOR EN STRUKTURERAD HARLEDNING

uppgift: motivering:
. {forklaring}
- antagande
uppgift
- antagande
uppgift
Jr
motivering
pastdende
Jr
motivering
pastdende

I+ motivering
uttryck
rel  motivering

uttryck

rel  motivering

uttryck

I en definitionen ingar varje del: deklaration, motivering och pastaende. I ett faktum
lamnar vi bort deklarationen. I en deklaration ldmnar vi igen bort motiveringen
och pastaendet. En strukturerad berdkning &r ett specialfall av en strukturerad
uppgift som varken har fragor, antaganden, deklarationer, fakta eller definitioner
och inget svar. Vi lamnar ocksa bort I--tecknet och den efterféljande motivering

fran berékningen.

Notera att i en strukturerad uppgift, sa definieras uppgiften med hjélp av motivering-
ar och en motivering definieras med hjalp av uppgifter. Formatet for harledningarna

42



ar alltsd rekursivt. Det har betyder att en uppgift kan innehélla deluppgifter, som
i sin tur kan innehalla deluppgifter, osv. I praktiken bor man undvika att ha for
manga deluppgifter, eftersom det gor 16sningen for svar att lasa.

Formatet for strukturerade hirledningar som vi presenterade ovan lamnar de konkre-
ta detaljerna obestamda. Det hér ar avsiktligt, eftersom tanken ar att dessa bestdms
av den logiska teori vi utnyttjar, den 6nskade nivan av precision, samt av den un-
derliggande matematiska teorin. Om vi vill ha en helt fast syntax for strukturerade
hérledningar, bor vi &nnu definiera hur man skriver féljande delar av en héirledning:

antagande — logiskt pastaende

pastaende — logiskt pastaende

forklaring — en forklaring till varfoér ett steg i en hérledning &ar riktigt

uttryck — uttryck som tillats av den anvdnda teorin

e rel — relationen mellan uttrycken

° — vilken &r uppgiften
° — svaret pé uppgiften
° — nya namn pa konstanter som vi introducerar

Vi lamnar dock dessa kategorier odefinierade sé att vi kan vélja det presentationsfor-
mat vi vill ha, beroende pa vilken utbildningsniva vi anvinder harledningen, vilken
gren av matematiken vi tillampar metoden pa och med vilken precision vi uttrycker
logiken vi anvénder .

43






KAPITEL 7

Mera information

Strukturerade hérledningar beskrivs mer allmént och mer i detalj i boken

Teaching Mathematics in the Digital Age with Structured Derivations
(Ralph-Johan Back, Four Ferries Publishing, 2016).

En kortare version av den har boken ar

Structured Derivations: Teaching Mathematical Reasoning in High School
(Ralph-Johan Back, Four Ferries Publishing, 2015),

som fokuserar pad metodens anvindning pa gymnasieniva och i hogstadiet. Bada
bockerna ér tillgdngliga fran t.ex. Amazon.

Den intresserade ldsaren kan ocksa bekanta sig med eMath, en digital laroboksserie
for lang matematik i gymnasiet som vi forfattat:

eMath MAG 1 - MAA 10 ( Ralph-Johan Back, Stefan Asikainen, Matti
Hutri, Joonatan Jalonen, Antti Lempinen, Marie Linden-Slotte, Saara
Mékinen, Petri Sallasmaa, Petri Salmela, Four Ferries Publishing 2016).

Bokserien visar pa ett konkret sétt hur vi kan ldra ut matematik med hjalp av struk-
turerade hirledningar. Bokserien &r tillgédnglig pa iPad pekplattor fran AppStore och
pa Android pekplattor fran Google Play.

Af Studio laromgivningen stéder skrivandet av strukturerade hérledningar pa dator.
Systemet inkluderar ett elektroniskt héfte, dar man kan skriva matematisk text, ska-
pa och redigera strukturerade hérledningar och gora grafer till funktioner, geomet-
riska figurer och matematiska tabeller. Four Ferries webbsidor (www.fourferries.fi)
ger mera information om 4f Studio. Dar hittar du sjalvhjalpguider om strukturerade
hérledningar och digital matematikundervisning savél som utbildningsvideor och in-
formation om forskning och utveckling av strukturerade hérledningar och praktiska
erfarenheter av anvindningen av metoden pa olika utbildningsnivéer.
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strukturerade harledningar

Strukturerade harledningar dr en metod for att underldtta konstruktion, presen-
tation och forstaelsen av matematiska argument. Metoden ar lamplig for mate-
matiska bevis och algebraiska och aritmetiska berakningar saval som for geo-
metriska konstruktioner och allman problemlosning. Metoden kan anvdndas
daen l6sningtill ett problem kréver flera steg efter varandra. Den har anvants pa
olika nivder av matematikundervisning, fran hogstadieniva till universitetsniva
och tillampad forskning. Metoden baserar sig pa ett fast format for att presen-
tera matematiska argument och anvandning av enkel logik. Det fasta formatet
gor det enklare att forsta bevis och berakningar och att kontrollera att de ar kor-
rekta. Malet med den har guiden &r att visa hur strukturerade harledningar kan
anvdndas vid undervisning av matematik i gymnasiet. Metoden beskrivs med
exempel, som steg for steg utvidgar metoden med nya funktioner och koncept.

fourferries.com '
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